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Jednym z najwazniejszych wynikéw logiki matematycznej jest twierdzenie Godla o niezupetnosci (1931 r.),
ktére w pewnym uproszczeniu mowi, ze zaden system aksjomatyczny nie wystarczy do tego, by rozstrzygnaé
wszystkie zagadnienia matematyki. Prowadzi to natychmiast do pytania, jakie konkretnie twierdzenia matema-
tyczne nie moga by¢ udowodnione za pomocg naturalnych i spotykanych w praktyce aksjomatéw. By¢ moze
najbardziej znany przyktad podat w 1963 r. Paul Cohen, pokazujac, ze hipoteza continuum, ktéra dotyczy moz-
liwych rozmiaréw nieskoriczonych podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych, nie moze by¢ rozstrzygnigta za po-
mocg zwyczajowo przyjmowanych aksjomatow calej matematyki, tzw. aksjomatéw Zermelo-Fraenkla. Samo
sformutowanie hipotezy continuum méwi jednak o dosy¢ niecodziennych i zagadkowych obiektach. Z punktu
widzenia matematyki spotykanej na co dziefi aksjomaty Zermelo-Fraenkla sg natomiast niestychanie silne. Zeby
zrozumied, ktére twierdzenia bardziej zwyczajnej matematyki wymagaja dowodéw odwotujacych si¢ do bardzo
abstrakcyjnych, nieoczekiwanych czy wrecz watpliwych obiektow, nalezy badac stabsze systemy aksjomatycz-
ne. Przykfadowym efektem takich badan jest wskazane w 1977 r. przez J. Parisa i L. Harringtona twierdzenie z
kombinatoryki skoriczonej, ktérego nie mozna udowodnié bez odwotania do jakichs obiektow nieskorniczonych,
na przyktad tak zwanych pozaskoficzonych liczb porzadkowych.

Projekt bedzie dotyczyt dowodliwosci w pewnych systemach aksjomatycznych odpowiednich do badania
twierdzen z zakresu kombinatoryki i teorii obliczen. Bedziemy si¢ zajmowaé miedzy innymi dwoma znanymi
wynikami kombinatorycznymi: twierdzeniem Ramseya dla par i twierdzeniem Hindmana. To pierwsze glosi, ze
jesli niektdére spoSrod danych nieskoniczenie wielu punktéw potaczymy krawedziami, to znajdzie si¢ taki nie-
skoiczony zbiér punktéw, w ktérym albo kazde dwa punkty beda potaczone, albo zadne nie beda; uogdlnia
to wiele stabszych faktow podobnej postaci na temat skoriczonych graféw. Twierdzenie Hindmana ma nieco
bardziej skomplikowane sformufowanie, faczace idee w stylu Ramseya z wlasno$ciami dodawania liczb natu-
ralnych. Sita aksjomatéw potrzebnych do dowodu twierdzenia Hindmana jest od wielu lat zagadka: wszystkie
dotychczasowe dowody nawet pozornie stabych wersji twierdzenia wymagaja aksjomatéw znacznie silniejszych
niz potrzebne do dowodu zasady Parisa-Harringtona, a z drugiej strony, nie jest wykluczone, ze wszystkie konse-
kwencje twierdzenia nalezace do kombinatoryki skoficzonej maja dowody catkowicie elementarne. Zamierzamy
dazy¢ do zrozumienia, czy udowodnienie twierdzenia Hindmana i jego ostabieri rzeczywiScie wymaga nieele-
mentarnych rozumowan. Przypadek twierdzenia Ramseya dla par jest nieco inny: cho¢ dowdd samego twierdze-
nia wymaga uzycia dosy¢ skomplikowanych nieskoriczonych zbioréw, to niedawno pokazano, ze bardzo wiele
konsekwencji twierdzenia ma dowody bedace w zasadzie rachunkami na liczbach naturalnych (por. artykut w
»Quanta Magazine” z 24 maja 2016). Niejasne jest na razie znaczenie praktyczne tego wyniku: nie wiadomo na
przyktad, czy te bardziej elementarne dowody konsekwencji twierdzenia Ramseya nie sg astronomicznie wielkie
w poréwnaniu z pierwotnymi dowodami. Pytanie to bedzie jednym z przedmiotéw zainteresowania projektu.

Dos¢ pokrewne sg pytania o sit¢ aksjomatéw potrzebnych do udowodnienia pewnych wynikéw informatyki
teoretycznej, w szczeg6lnosci twierdzen o istnieniu algorytméw rozwigzujacych okreslone problemy oblicze-
niowe. Pewien wynik tego rodzaju, uzyskany przez M. Rabina w 1969 r., miat wylacznie dowody wyrézniajace
si¢ zaawansowaniem i abstrakcyjnoScia. Niedawno pokazaliSmy wraz ze wspétpracownikami, ze byto to nieunik-
nione: twierdzenie Rabina nie moze by¢ udowodnione bez odwotania do zbioréw o bardzo skomplikowanych,
niemal ,,zapetlonych” definicjach. Co ciekawe, sam algorytm Rabina jest raczej elementarny; zaawansowane
aksjomaty potrzebne sg do udowodnienia jego poprawnosci, jak réwniez poprawnosci kazdego innego algoryt-
mu rozwigzujacego postawiony problem. Obecnie chcemy doktadniej opisac site aksjomatéw niezbednych do
dowodu twierdzenia Rabina, jak réwniez znaleZ¢ inne przykladéw twierdzen informatycznych, ktérych nie da
si¢ udowodni¢ bez uzycia obiektéw lezacych z pozoru catkowicie poza zasi¢giem zainteresowania informatyki.
By¢ moze nieoczekiwanie, bedzie to réwniez wymagato analizy sily logicznej pewnych wariantéw tw. Ramseya.

Osobng czes¢ projektu beda stanowily badania nad dowodliwos$cig w systemach aksjomatycznych naleza-
cych do tak zwanej arytmetyki ograniczonej. Systemy te sg bardzo stabe, a niektére niedowodliwe w nich zda-
nia wyrazajg zasady kombinatoryczne, ktére mogg si¢ wydac ,,oczywiste”. Przyktadem jest zasada szufladko-
wa: ,,jesli rozmiesci¢ n+1 przedmiotéw w n szufladach, to w przynajmniej w jednej szufladzie znajdzie si¢
wiecej niz jeden przedmiot”. Badania nad arytmetyka ograniczong wigzg si¢ z analiza algorytméw rozstrzy-
gajacych kluczowy w informatyce problem spetnialnosci: ,,czy w danej formule logicznej mozna tak ustali¢
warto$ci zmiennych, zeby cata formula byta prawdziwa”. W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze kazdy istotny
wynik o niedowodliwosci w arytmetyce organiczonej prowadzi do przyktadu formuty, z ktora jakiS konkretny
algorytm nie poradzi sobie w rozsagdnym czasie. Obecnie potrafimy takie przyktady podawa¢ tylko dla bardzo
prostych algorytmow, ale sa wsréd nich najpopularniejsze algorytmy stosowane w praktyce — przyktadowo,
algorytm stojacy u podstaw znalezionego niedawno rozwigzania tzw. problemu boolowskich tréjek pitagorej-
skich (por. ,,Communications of the ACM” z sierpnia 2017 r.). Naszym celem jest poszerzenie puli dost¢pnych
przyktadéw, zwlaszcza w odniesieniu do systeméw dysponujgcych pewnymi mozliwoSciami zliczania.



