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STRESZCZENIE POPULARNONAUKOWE PROJEKTU BADAWCZEGO

WOJCIECH GORNY

Rachunek wariacyjny jest dziedzing matematyki, ktérej celem jest znajdowanie miniméw i maksiméw funk-
cji okreslonych na nieskoniczenie wymiarowych obiektach; w zdecydowanej wigkszosci przypadkéw sa to prze-
strzenie funkcyjne. Powstat on jeszcze w X VII-XVIII wieku i pierwsze zagadnienia z tej dziedziny to znalezie-
nie krzywej najkrétszego spadku oraz powiazanie zagadnien minimalizacyjnych z réwnaniami rézniczkowymi
czastkowymi za pomoca réwnan Eulera-Lagrange’a.

W kazdym zagadnieniu rachunku wariacyjnego najwazniejsze sa trzy kwestie: istnienie rozwiazan w odpo-
wiednio dobranej klasie, regularno$¢ rozwiazan, tzn. czy rozwiazania maja dodatkowe wtasciwosci oraz jedno-
znaczno$¢ rozwiazan. W tym projekcie zamierzamy badaé kazda z tych kwestii dla anizotropowego zagadnie-
nia najmniejszego gradientu. Badania te sa motywowane przez zagadnienie obrazowania przewodnictwa (ang.
conductivity imaging problem), gdzie rozwiazywanie anizotropowego zagadnienia najmniejszego gradientu po-
jawia si¢ w algorytmie stuzacym do obliczenia przewodnioSci wewnatrz obszaru  za pomoca pojedynczego
pomiaru gestosci pradu wewnatrz Q oraz wartosci napigcia na brzegu €. Ponadto to zagadnienie ma zwiazek z
zagadnieniem swobodnego projektowania materiatow (ang. free material design), ktéry dotyczy projektowania
optymalnego ksztattu przewodnika.

Anizotropowe zagadnienie najmniejszego gradientu jest to problem minimalizacji catkowitego wahania funkcji
na danym obszarze Q przy zadanych wartoS$ciach tej funkcji na brzegu obszaru Q. Problem jest anizotropowy,
tzn. wahanie catkowite funkcji nie jest mierzone w normie euklidesowej, ale w takiej zadanej normie ¢, ktéra
moze zaleze¢ dodatkowo od kierunku pochodnej funkcji oraz od polozenia wewnatrz Q. Celem tego projektu
jest zbadanie roli granej przez geometri¢ obszaru € oraz regularno$¢ ¢ w anizotropowym zagadnieniu naj-
mniejszego gradientu. W ten sposéb chcemy potaczyé dwa gléwne podejscia do tego zagadnienia: pierwsze z
nich uzywa metod geometrycznej teorii miary, ale wyraZnie korzysta z ciagtosci danych brzegowych, podczas
gdy drugie (bardziej ogélne) podejscie pozwala na nieciagtosci, ale warunek brzegowy rozumiany jest w nieco
ostabiony sposéb.

Chcemy poruszy¢ trzy kwestie: po pierwsze, istnienie rozwiazan dla dostatecznie duzej klasy nieciagtych da-
nych brzegowych. Po drugie, chcemy zbada¢ kwesti¢ jednoznacznosci rozwiazan dla nieciagtych danych brze-
gowych; o ile nie przypuszczamy, ze rozwigzania beda jednoznaczne, to spodziewamy si¢, ze dla dostatecznie
regularnej ¢ beda miaty prawie identyczng strukturg poziomic. W obu powyzszych przypadkach chcemy jak
najbardziej ostabi¢ geometryczne zalozenia na Q. Wreszcie chcemy zbadaé jednoznacznosé rozwiazan dla cia-
glych danych brzegowych bez dodatkowych zatozen o regularnoSci ¢. Rozwazamy dwa przypadki, zaleznie
od tego, czy kula jednostkowa w normie dualnej ¢* ma plaskie $cianki czy nie. Jesli nie ma ptaskich Scianek,
spodziewamy sig¢, ze rozwiazania beda jednoznaczne dla dowolnych ciagtych danych brzegowych. Wynik tego
typu uwolnitby rozwazania dotyczace jednoznacznosci od zatozen na regularnos$¢ ¢ i umozliwitby numeryczne
przyblizanie rozwigzan poprzez dodawanie dowolnie matych cztonéw regularyzujacych.



