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Rozmaitosci abelowe nad ciatami p-adycznymi
POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Jedrzej Garnek

Rozmaitosé¢ algebraiczna to zbiér zadany przez rownania wielomianowe (o wspélczynnikach w usta-
lonym ciele). Rozmaitos$¢ abelowq definiujemy jako taka rzutowa rozmaito$é algebraiczna, ze zbidr jej
punktow tworzy grupe abelows wraz z dzialaniem okreslonym przez pewne funkcje wymierne. Pierw-
szym matematykiem, ktéry rozwazal krzywe eliptyczne (jednowymiarowe rozmaito$ci abelowe) byt
najprawdopodobniej Diofantos, ktéry wymyslit metode ,podwajania punktéw” na tych krzywych.
Krzywe eliptyczne oraz Jakobiany krzywych wyzszych genusow pojawily sie rowniez w teorii funkcji
zespolonych, rozwijanej przez dziewietnastowiecznych matematykow. Do przetomu w tej dziedzinie
doprowadzilo pytanie zadane przez Henri Poincarégo: czy jezeli E jest krzywq eliptyczng nad ciatem
liczb wymiernych Q, to grupa E(Q) jest skoriczenie generowana? Pozytywnej odpowiedzi na to pytanie
udzielit Louis Mordell w 1922 r. Jego wynik zapoczatkowal badanie krzywych eliptycznych oraz rozma-
itosci abelowych nad ciatami liczbowymi. Kolejne kilkadziesiat lat przyniosto dynamiczny rozwdj tej
dziedziny. Sposrod wielu wynikéw wspominamy tylko o pracy Wilesa, ktora ostatecznie doprowadzita
do udowodnienia Wielkiego T'wierdzenia Fermata w 1994 r.

Zalézmy, ze A jest rozmaitoscia abelowg wymiaru ¢ nad cialem K. Podgrupa n-torsji rozmaito-
Sci A to zbiér punktéw, ktore po n-krotnym dodaniu do siebie zeruja sie. Znanych jest wiele wlasnosci
n-torsji. Przykladowo zazwyczaj mamy n?9 punktéw n-torsyjnych na rozmaitoéci wymiaru g. Algebra-
iczne wlasnosci n-torsji (zwiazane z wymiernoscia jej wspolrzednych) sa jednak znacznie trudniejsze
do opisania. Zazwyczaj jest jednak ona tak skomplikowana, jak tylko to mozliwe dla duzego n.

Przypomnijmy, ze kazda liczba naturalna ma zapis w postaci binarnej, tzn. sumy réznych poteg
dwdjki. Wprowadzajac liczby, ktore maja nieskonczona postaé¢ binarna, otrzymujemy cialo Qg liczb
2-adycznych. Formalnie, liczby takie tworzymy przyjmujac, ze wysokie potegi dwdjki sa ,male”. Ana-
logicznie mozna rozwazaé ciato liczb p-adycznych dla dowolnej ustalonej liczby pierwszej p. Koncept
ten zostal wprowadzony, by méc stosowaé techniki zwiazane z analiza (teorie szeregéw potegowych)
w teorii liczb.

Przez lokalng torsje rozmaitosci A/Q rozumiemy jej p-torsje wlasnie nad cialem liczb p-adycznych.
Podejrzewa sig, ze dla ,typowej” krzywej eliptycznej E/Q, jej lokalna torsja powinna znikaé¢ dla pra-
wie wszystkich liczb pierwszych p. Hipoteze te mozna uogdlni¢ korzystajac z pojecia p-stopnia. Mierzy
on najmniejszy mozliwy ,stopien skomplikowania” niezerowego punktu p-torsyjnego. Dla ,typowej”
krzywej eliptycznej E/Q, jej p-stopienn powinien rosnaé¢ wraz ze wzrostem p. Pierwotna motywacja do
rozwazania tego typu probleméw byla teoria deformacji reprezentacji Galois. Celem pierwszej czesci
projektu jest opisanie wlasnosci p-stopnia rozmaitosci abelowych A/Q,.

Spodziewamy sie znalezé rowniez inne zastosowanie dla lokalnej torsji krzywych eliptycznych.
n-te cialo podzialu K, rozmaitosci abelowej A/Q powstaje przez dotaczenie do Q wspélrzednych
punktéw n-torsyjnych. Liczba klas ciata K, mierzy, na ile zasada jednoznacznego rozktadu na liczby
pierwsze jest prawdziwa dla tego ciata. Przewidujemy, ze liczbe klas K, mozna oszacowaé w zaleznosci
od niezmiennikéw zwigzanych z lokalna torsja rozmaitosci.

Druga czes¢ projektu skupia sie na pojeciu kanonicznego podniesienia rozmaitosci abelowej. Roz-
maitos¢ abelowa zadana przez réwnania wielomianowe o wspotczynnikach w ciele skonczonym moze by¢
»podniesiona” do ciata p-adycznego na wiele sposobow. Jest jednak jeden ,kanoniczny” sposob, ktéry
zachowuje cze$¢ wlasnosci wyjéciowej rozmaitosci. Kanoniczne podniesienia znalazty liczne zastoso-
wania w algorytmicznej algebraicznej teorii liczb. Sa one stosowane m.in. do konstruowania krzywych
eliptycznych nad cialami skoniczonymi o zadanej liczbie punktow, obliczania wielomianéw klas Hilberta
oraz konstruowania krzywych hipereliptycznych odpowiednich z punktu widzenia kryptologii. Spodzie-
wamy si¢ znalez¢ powiazanie pomiedzy pojeciem kanonicznego podniesienia oraz hipoteza o p-stopniu.
Ponadto planujemy zbada¢ kanoniczne podniesienia wyzej wymiarowych rozmaitosci abelowych.



