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Streszczenie

Gléwnym celem projektu jest badanie pewnych wlasnoSci obiektow algebraicznych (grup) poprzez ich
analityczne realizacje (reprezentacje). Obiekty algebraiczne cz¢sto kojarzymy z ze Swiatem dyskretnym,
sztywnym z natury, natomiast funkcje i operatory rozumiemy jako obiekty w pewnym sensie elastyczne.
Wrtasno$¢ (T) Kazhdana stanowi pewien most pomigdzy tymi Swiatami: operatory dziatajace na przestrzeni
Hilberta reprezentujace grupa spetniaja pewien (analityczny) warunek sztywnosci. Grupe posiadajaca
wlasnos¢ (T) mozna réwniez (rOwnowaznie) scharakteryzowac nastgpujacym warunkiem: kazde dziatanie
izometryczne tej grupy na przestrzeni Hilberta posiada punkt staty.

Chociaz oryginalna definicja Kazhdana uzywatla jezyka unitarnych reprezentacji nieprzywiedlnych
grupy, czesto mozna udowodnié¢ wlasnos¢ (T) bez ich znajomosci. Mozna ja wywnioskowac np. ze spektrum
(rozniczkowego) operatora Laplace’a rozmaitoSci o grupie podstawowej majacej ta wtasnoS¢. Wiasnosé (T)
jest rowniez powigzana ze spektrum (algebraicznego — grupowego) operatora Laplace’a, co umozliwia
podejscie czysto algebraiczne: istnienie dodatniego rozwiazania pewnego uktadu réwnan (i nieréwnosci)
w algebrze grupowej jest warunkiem rownowaznym witasnosci (T). Dzigki temu potaczeniu analityczna
sztywnos$¢ grupy moze zosta¢ sprawdzona w terminach algebraicznych.

W ramach tego projektu chcemy podej$¢ do wilasnosci (T) dla dyskretnych grupach skoriczenie
prezentowalnych w sposéb obliczeniowy. Uzywajac algebraicznej reformulacji mozna stworzy¢ program
matematycznej optymalizacji (nieujemnie okreSlonej — semi-definite programming), ktérego rozwiazanie
bedzie przybliza¢ doskonale (matematycznie) rozwigzanie uktadu réwnan okreslajacych wiasnos¢ (T).
W szukaniu rozwiazania tego problemu optymalizacyjnego pomocne staja si¢ komputery: istnieje wyspe-
cjalizowane oprogramowanie szukajace rozwiazan takich probleméw, zapisanych w odpowiednim jezyku.
Dodatkowo metoda obliczeniowa pozwala uzyska¢ informacje o statej Kazhdana, ktora jest iloSciowym
odpowiednikiem wtasnosci (T). Poniewaz teoretyczne wyznaczanie wartosci tej stalej jest trudnym zada-
niem, wiadomo bardzo niewiele o jej wartosci nawet dla relatywnie prostych grup. Zaproponowana metoda
obliczeniowa jest jedyna znana metoda, ktéra pozwala uzyskiwaé dobre szacowania statych Kazhdana
z dotu dla niezbyt skomplikowanych grup. W niektérych przypadkach (SL(n, Z) dla n < 6) nasze wyniki
uzyskane przy pomocy tej metody pozwalaja precyzyjnie okresli¢ rzqd wielkosci stalej Kazhdana.

Wyniki projektu znajda zastosowania w obliczeniowej teorii grup, konstrukcji ekspanderow, geome-
trycznej teorii grup i innych dziedzinach.



