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Operatory Toeplitza i Hankela pomiedzy r6znymi przestrzeniami
Hardy’ego

W przedstawionym projekcie zamierzamy kompleksowo zbada¢ operatory Toeplitza i Hankela dziatajace mig-
dzy réznymi przestrzeniami. Aby wyjasni¢ na czym polega idea naszego projektu, przypomnijmy, ze macierz
Toeplitza ma postac
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gdzie (a,)7__.. to ciag liczb zespolonych. Z drugiej strony, niech H? bedzie przestrzenia Hardy’ego-Hilberta
(nad okregiem jednostkowym T). Okazuje si¢, ze kazdy ograniczony operator, ktérego reprezentacja macierzo-
wa (wzgledem standardowej bazy w H?) jest macierza Toeplitza lub Hankela, daje sie zapisaé jako

T,: f > PM,f lub H,: f — PM,Jf, (1)

odpowiednio, gdzie M,, jest operatorem mnozenia przez funkcj¢ a € L™ (a nazywamy symbolem operatoréw T, H,
i M,), P jest klasyczna projekcja Riesza (tj. P = (I + H)/2, H oznacza transformat¢ Hilberta), natomiast operator
J dany jest wzorem Jf(t) =t~ f(t~') dla ¢t € T. Ponadto odpowiedni ciag (a,) jest ciagiem wspétczynnikéw
Fouriera symbolu a. Operator 7, nazywamy operatorem Toeplitza, podczas gdy H, to operator Hankela.

Operatory tego typu odgrywaja bardzo wazna rolg w teorii operatoréw i analizie harmonicznej, a poczatki sys-
tematycznych badan nad nimi siggaja potowy poprzedniego wieku (szczegdlne przypadki, jak na przyktad macierz
Hilberta, ktdra jest macierza Hankela, pojawialy si¢ oczywiscie wczesniej). Ich wtasno$ci sq kompleksow zbadane,
a literatura na ich temat zawiera tysiace publikacji dotyczacych zar6wno przypadku klasycznego, jak i uogdlnien
w wielu kierunkach. Niemniej, we wszystkich (prawie) tych przypadkach operatory takie wystgpuja w kontekscie
algebraicznym, tzn. dzialaja z jednej, do tej samej przestrzeni. Celem naszego projektu jest rozszerzenie tych
rozwazan do ogélnej sytuacji, gdy operatory dzialaja miedzy réoznymi przestrzeniami. Taki punkt widzenia
pozwala na dopuszczenie funkcji nieograniczonych jako symboli operatoréw Toeplitza i Hankela.

W projekcie chcemy, zaréwno odpowiedzie¢ na klasyczne pytania przeniesione ze znanej teorii operatorow, jak
i rozwazy¢ problemy, ktére w przypadku algebraicznym nie miaty racji bytu. Chcieliby§my jednak podkreslié, ze
celem projektu nie jest uogdlnianie znanych wynikéw, lecz raczej poszukiwanie nowych, interesujacych zjawisk,
ktére powinny si¢ pojawi¢ gdy dopuScimy szersza klasg¢ funkcji, jako symboli operatoréw Toeplitza i Hankela.
Mamy zamiar rozwazac jak najogdlniejsza klase przestrzeni Hardy’ego, jednak wyniki tego typu beda nowe nawet
dla przypadku klasycznych przestrzeni H?. Bedziemy korzystali z metod analizy funkcjonalnej, harmonicznej i
zespolonej oraz teorii operatoréw, jednak duze znaczenie odegra takze teoria interpolacji, czy teoria przestrzeni
funkcyjnych. Ponadto, bedziemy zmuszeni wypracowaé szereg nowych metod, ktére zastapia metody algebraicz-
ne z klasycznej teorii operatoréw Toeplitza i Hankela. Liczymy, ze taki punkt widzenia i wypracowane metody
zainspiruja tez analogiczne badania dla innych typéw operatoréw, ktére do tej pory skupiaty si¢ na przypadku
algebraicznym.



