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Radykaty produktéw skrzyzowanych uniwersalnych algebr obwiednich algebr Liego
i wymiary podalgebr algebr macierzy
Streszczenie popularnonaukowe

Wszystkie ponizej wspomniane pier§cienie i algebry, jesli nie zaktada si¢ inaczej, sa taczne.

Algebry macierzy o wspétczynnikach pochodzacych z pierScienia z dzieleniem lub z ciata, sa jednym z
najwazniejszych obiektéw w matematyce. Waznos¢ i wielo$¢ miejsc, w ktdrych algebry M, (K) wystepuja we
wspotczesnej nauce jest powszechnie znana. Mozna tu przywotac¢ choéby nastgpujace: teoria graféw, analiza
i geometria, teoria prawdopodobienstwa i statystyka, symetrie i transformacje w fizyce, liniowe kombinacje
stanow kwantowych, medycyna, ekonomia.

Dobrze znane fakty mowia, ze kazda skoriczenie wymiarowa algebra taczna A jest produktem prostym al-
gebr macierzy z doktadnoscia do “zlej* czesci zwanej radykalem A (jest to maksymalny nilpotentny ideat A).
Doktadniej, jesli radykat A oznaczymy przez rad(A), to algebra ilorazowa A /rad(A) jest izomorficzna z pro-
duktem prostym macierzy nad pierScieniami z dzieleniem. Ten pigkny wynik jest motywacja do pewnego
waznego nurtu badan pierScieni tacznych i nieskoinczenie wymiarowych algebr facznych. Okazuje si¢, ze jesli
nie zaktadamy ze pracujemy ze skoniczenie wymiarowa algebra taczna, pojawia si¢ wiele rodzajéw patologii
dotychczas niewystepujacych. Ta sytuacja prowadzi do zdefiniowania, w ogélnym przypadku, wielu rodzajéw
radykatéw.

Podczas trwania projektu bedziemy badaé produkty skrzyzowane (nie ma dobrego tlumaczenia terminu ang-
ielskiego “crossed product®) uniwersalnych algebr obwiednich algebr Liego. Doktadniej, rozwazac bedziemy
algebry Liego L, ich uniwersalne algebry obwiednie U (L) (sa to algebry taczne) i pierScienie taczne R. Dalej,
interesowaé nas bedzie algebra taczna - oznaczana przez R+ U(L) i nazywana produktem skrzyzowanym
U(L) - w definicji, ktérej istotng rolg odgrywa fakt, mowiacy, ze U(L) dziata na R poprzez rézniczkowa-
nia. Specjalnymi przyktadami wspomnianych struktur sa algebry Weyl’a oraz pier§cienie wielomianéw z
rézniczkowaniem.

Proponowany projekt jest podzielony na dwie czg¢sci i obecnie chcielibySmy omoéwi¢ druga z nich.

Gléwnym obiektem naszych zainteresowan omawianych w tej czgSci, beda podalgebry algebry macierzy
M,(K), nad ciatem K.

Dla wspomnianych klas algebr interesujace nas obiekty, czyli podalgebry, badane bgda z punktu widzenia
pewnych niezmiennikéw, gtéwnie myS$limy tu o wymiarze przestrzeni liniowej. Proponowane badania dotycza
podalgebr spetniajacych pewne tozsamosci wielomianowe, co wpisuje si¢ w szeroki nurt badan tak zwanych PI
algebr. W konwencji streszczenia popularnonaukowego mozemy powiedzieé, ze bedziemy szukaé podalgebr A
spetniajacych z géry zadane réwnanie

f(x1,...,x,) =0, gdzie f(xi,...,x,) jest wieclomianem nad K z nieprzemiennymi zmiennymi,

czyli wymagamy aby dla dowolnych ay,...,a, € A zachodzito f(ay,...,a,) = 0. Chcac podaé przyktad,
mozemy odwotaé si¢ do réwnania xy — yx = 0 i zauwazy¢, ze prowadzi nas ono do pytania o podalgebry
przemienne. Jesli rozpatrzymy algebre M>(Q), to tatwo mozna sprawdzic, ze jej podalgebra
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spelnia xy — yx = 0. Zauwazmy, ze wymiar A nad Q jest rowny 2. Znane sg wyniki (Schur, Jacobson, dla
dowolnego n i M,,(K)), z ktérych wynika, ze w przypadku podalgebr algebry M, (K ), spetniajacych xy — yx =0,
wymiar wigkszy by¢ nie moze.

Jako, ze wymiar algebry M, (K) nad K jest réwny n?, kazda podalgebra M, (K) ma wymiar skoficzony.
Naszym celem bedzie znalezienie pewnych funkcji zaleznych w jakis$ sposéb od n i od z géry zadanej tozsamosci
f =0, dla ktérych to funkcji ich wartoSci dostarcza nam informacji o maksymalnym mozliwym wymiarze
podalgebr A algebry M, (K) spetniajacych f = 0.



