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Geometria pewnych powierzchni K3 z wieloma krzywymi wymiernymi
popularnonaukowe streszczenie projektu

Cel projektu

Projekt jest poswiecony geometrii algebraicznej. Chcemy ustali¢é maksymalna mozliwa liczbe linii na seksty-
kach (odp. oktykach), ktére sa powierzchniami K3. Ponadto chcemy znalezé réwnania zadajace wszystkie
takie powierzchnie, ktére zawieraja duzo linii. Nie zawezamy naszej uwagi tylko do zespolonych powierzchni
gladkich, ale chcemy takze bada¢ powierzchnie z punktami osobliwymi i powierzchnie zdefiniowane nad cia-
tami charakterystyki dodatnie;j.

Innym celem projektu jest konstrukcja powierzchni K3 stopnia 4 z wieloma gladkimi krzywymi wymiernymi
stopnia d, gdzie d > 2. Idea konstrukcji polega na rozpatrywaniu powierzchni Kummera powierzchni abelo-
wej (w uproszczeniu: rozpatrujemy dwuwymiarowy torus, sklejamy pary punktéw antypodalnych do jednego
punktu, usuwamy szesnascie ostrzy na tak otrzymanej powierzchni i wklejamy w miejsce kazdego z nich linie
i otrzymujemy powierzchni¢ Kummera) i badaniu wiazek na powierzchni Kummera. Jezeli wyjéciowa po-
wierzchnia abelowa ma duzo symetrii, to uzyskana powierzchnia Kummera zawiera duzo krzywych. Niektore
z tych krzywych sa gladkimi krzywymi wymiernymi stopnia d. Do rozpoznania szukanych krzywych stosuje
sie abstrakcyjne techniki nowoczesnej geometrii algebraicznej.

Powody podjecia danej tematyki badawczej

Mozna wykaz¢, ze nie istnieja ogblne wzory na pierwiastki wielomianéw wysokiego stopnia. Przez wieki ma-
tematycy prébowali pokonaé¢ ten problem badajac wlasnosci zbioréw rozwiazan uktadéw réwnan wielomia-
nowych. W szczegdlnodci, dla pewnych wymiaréw geometrzy algebraiczni zdotali podzieli¢ zbiory rozwiazan
na rézne klasy zbioréw o podobnych wtasnosciach. Jedna z takich klas sa powierzchnie K3.

Powierzchnie K3 mozna postrzega¢ jako dwuwymiarowe analogony krzywych eliptycznych, Sa one réwniez
obiektem zainteresowania fizykéw teoretycznych (jako rozmaitoéci Calabi-Yau niskiego wymiaru). Sposréd
gladkich powierzchni K3 tylko trzy rodzaje mozna uzyskaé jako przeciecia wtasciwe w przestrzeni rzutowej.
Sa to kwartyki, sekstyki i oktyki. Geometria kwartyk z wieloma liniami jest juz w tej chwili do$¢ dobrze zrozu-
miana. Gléwny postep na tym polu mial miejsce w ciaggu ostatnich pieciu lat. Chociaz cze$¢ wynikéow uzyskano
za pomoca komputerowo wspomaganych obliczen symbolicznych, wiekszo$é ciekawych faktéw wykazano droga
dedukcji wspartej aparatem geometrii algebraicznej i algebry. Kwartyki maja jedna wlasno$é, ktéra utatwia
prowadzenie rozumowan: sa zadane jednym réwnaniem. W projekcie chcemy uzyskaé¢ analogiczne wyniki dla
pozostaltych dwéch naturalnych klas powierzchni K 3. Sekstyki i oktyki nie sa hiperpowierzchniami, co stanowi
dodatkowa trudnosé. Ponadto chcemy takze studiowaé powierzchnie z osobliwo$ciami.

Nasze zainteresowaniem jawnymi przykladami i znajdowaniem réwnan jest motywowane faktem, ze po-
wierzchnie z wieloma liniami moga by¢ wykorzystane do konstruowania réznych obiektéw matematycznych
o nieoczekiwanych wlasnosciach. Dlatego takie dobrze zrozumiane przyktady powierzchni o specjalnych wta-
snosciach sa bardzo cenne przy sprawdzaniu hipotez i szukaniu nieoczekiwanych zaleznoé$ci miedzy réznymi
obiektami matematycznymi.

Badania realizowane w projekcie

Zamierzamy stosowac rézne techniki geometrii algebraicznej. Jedna z idei jest zastapienie badanej powierzch-
ni K3 hiperpowierzchnia tak aby dato sie odczytaé¢ wlasnodci oryginalnej powierzchni z geometrii hiperpo-
wierzchni. Inna technika jest zmiana ciata bazowego, czyli zastapienie rozpatrywanego zbioru liczb mniejszym
zbiorem tak, aby pewne abstrakcyjnie zdefiniowane wtasnosci zbioru rozwigzan nie ulegty zmianie. W niekté-
rych przypadkach uzyjemy takze obliczen symbolicznych wspomaganych komputerowo.

Czescia projektu jest analiza réznicy miedzy maksymalng liczba linii ktéra obliczymy, a szacowaniem da-
nym przez nieréwno$é¢ Miyaoki-Yau-Sakai. Jest to spowodowane naszym zainteresowniem ogdlnymi wynikami
o liczbach linii/krzywych wymiernych na powierzchniach rzutowych.



