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Teoria funkcji harmonicznych jest, jako jeden z klasycznych dzialéw analizy matematycznej 1
calej matematyki, badana od ponad dwdéch stuleci. Funkcje harmoniczne sa prototypem rozwiazan
tzw. rownan rézniczkowych czastkowych typu eliptycznego i wystgpuja w wielu zastosowaniach, w
tym w teorii przeptywu ciepta (rozktad temperatury), uktadach dynamicznych (i teorii fraktali), teorii
elastycznosci, mechanice kwantowej i procesach stochastycznych (zwiazanych z analiza gietdowa).
Pojecie funkcji harmonicznych zostato uogélnione na rézne sposoby a czgscig tego projektu sa dwa
rodzaje takich uogélnien. Pierwsze z nich to funkcje harmoniczne zdefiniowane poprzez wtasnos¢
wartoSci Sredniej na przestrzeniach metrycznych z miarg. Taka wtasno$¢ orzeka, ze warto$¢ funk-
cji w danym punkcie jest rowna catce z tej funkcji po danej kuli podzielonej przez miarg tej kuli.
Przestrzen jest metryczna jezeli mozemy mierzy¢ odlegtosci migdzy punktami tej przestrzeni, np.:
metryka euklidesowa, taksowkowa czy riemannowska (wystepujaca w fizyce). Badania nad harmo-
nicznoscig w ogdélnosci przestrzeni metrycznych z miarg umozliwiaja zunifikowanie r6znych podejs¢
do funkcji harmonicznych oraz poréwnanie réznych definicji oraz wyekstrahowanie istotnych wia-
snosci takich funkcji. Wsréd zagadnien projektu wymierimy badania nad brzegowym zachowaniem
funkcji harmonicznych, zagadnienia istnienia funkcji harmonicznej z zadanymi danymi brzegowymi.
Bedziemy rowniez bada¢ funkcje harmoniczne na grafach i drzewach. Ponadto, zbadamy zwiazki
migdzy harmonicznoscia a rdwnaniami rézniczkowymi w kontekscie istotnych przyktadoéw prze-
strzeni metrycznych z miara, ktére wystgpuja w teorii sterowania i cybernetyce (sa to tzw. grupy
Heisenberga oraz ich uogdlnienia).

Innym uogdlnieniem funkcji harmonicznych sa przeksztalcenia harmoniczne i p-harmoniczne.
Takie przeksztalcenia sa zwiazane z rachunkiem wariacyjnym 1 zagadnieniem minimalizacji pew-
nych rodzajow energii zdefiniowanych poprzez uogélnione nachylenie wykresu funkcji. Poza cie-
kawymi teoretycznymi zastosowaniami, przeksztalcenia p-harmoniczne wystgpuja w badaniach de-
formacji obiektéw, glacjologii oraz w modelach wzrostu gwiazd w astrofizyce. W projekcie be-
dziemy zainteresowani odpowiedziami na pytania, w rodzaju: jak gtadkie moga by¢ przeksztalcenia
p-harmoniczne? Czy istnieja nietrywialne przeksztalcenia tego rodzaju w zaleznosci od krzywizny
przestrzeni, w ktéra odwzorowuja te przeksztalcenia? Na te i inne pytania bedziemy poszukiwac
odpowiedzi zakladajac, ze obraz przeksztalcenia nalezy do przestrzeni metrycznej z miarg jednego
z dwoch nastgpujacych rodzajow. W pierwszym rodzaju przestrzeni mozemy, uzywajac krzywych,
zdefiniowad tréjkaty, ktére w sensie odlegtosci sa ciefisze niz ich klasyczne odpowiedniki na ptasz-
czyznie. Drugi rodzaj przestrzeni jest uogélnieniem rozmaitosci Riemannowskich o krzywiznie ogra-
niczonej od dotu.

W ostatniej czesci projektu zajmiemy si¢ klasa przeksztatcen, ktére uogdlniaja przeksztatcenia
konforemne, tzn. takie, ktére zachowuja katy migdzy krzywymi. Nasze ugdlnienia maja t¢ wia-
snos¢, ze moga deformowac kule w ograniczony sposéb, np.: nie moga ich sptaszczy¢. Dla takich
przeksztatcen bedziemy poszukiwaé narzedzi, ktére umozliwig nam charakteryzacje tych przeksztat-
cef. Podobne narzgdzig sa znane dla przeksztalcen konforemnych. Badania przeprowadzimy m.in.
w grupach Heisenberga.

Nasze badania przyniosa nowe spojrzenie na pojgcie harmonicznosSci oraz rozwing nowe narzg-
dzia do analizy funkcji harmonicznych i ich uogdlnieri dla r6znych ogdlnych typéw przestrzeni, w
tym dla istotnych przyktadéw przestrzeni badanych w matematyce stosowanej i fizyce. Teoria prze-
ksztatlcen méwi nam, jak pod ich wptywem zmienia si¢ ksztatt deformowanych obiektéw oraz ich
geometria. Nasze badania poglgbiag zrozumienie teorii przeksztalcen.



