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Zaburzenia osobliwe prowadzace do zasad usredniania

w modelach pochodzacych z biologii 1 medycyny.
Streszczenie popularnonaukowe

Modelujac ztozone zjawiska biologiczne wziaé nalezy pod uwage fakt, ze czesto niektore procesy
sktadowe zachodza szybciej niz inne. Na przyktad modelujac tawice ryb, ktore w réznych czesciach
dnia przebywaja raz blizej dna morskiego, a raz blizej lustra wody i zmieniaja w ten sposdb warunki
wzrostu i przezycia, pamietaé nalezy, ze zmiany te zachodza w skali godzin, a réwnie wazne procesy
starzenia — w skali miesiecy i lat. Powoduje to, ze réwnania, z ktérymi mamy do czynienia przyjmuja
na przyktad postaé typu

u' = Au+ & 'Bu. (1)

Zachowanie szukanej funkcji u zalezy tu od dwdch operatoréw, A i B, opisujacych dwie rézne, czesto
przeciwstawne sily, a maly parametr € jest odzwierciedleniem faktu, ze B dziala ,szybciej”. W nie-
ktoérych przypadkach réznice skal sa tak duze, ze rozsadne przyblizenie réwnania (1) otrzymuje sie
przechodzac z & do zera. Méwi si¢ wtedy zwykle o zaburzeniu osobliwym (operator B zaburza, trakto-
wane jako pierwotne, rownanie u’ = Au, ale jest to zaburzenie osobliwe, gdyz rola B jest ,nieskoniczenie
wigksza niz A”). Tego typu analiza jest czesto wysoce nietrywialna: réwnanie graniczne zwykle ma
zupelnie inna postaé niz wyjsciowe (dla przykladu, réwnania hiperboliczne moga sta¢ sie réwnaniami
parabolicznymi), choé oczywiscie nosi pietno zaréwno A jak i B. Kwestia zbieznosci rozwiazan jest
réwniez ztozona: typowo zbiegaja one ,tadnie” dla dos¢ szczegdlnych warunkéw poczatkowych, na-
lezacych do pewnej podprzestrzeni wyjsciowej przestrzeni Banacha, a poza nia moga, ale nie musza,
zbiegaé w stabszym sensie.

Projekt zaklada analize dwoch modeli opisanego wyzej typu, pochodzacych z nowoczesnej biolo-
gii 1 medycyny. W pierwszym z nich rozwazamy proces chaotycznego ruchu czasteczek zachodzacy
w cienkiej warstwie ograniczonej dwiema bardzo podobnymi do siebie powierzchniami, a interesuje
nas graniczna postaé¢ réwnania takiego ruchu, gdy odlegltosé miedzy granicami obszaru dazy do zera.
Jak podpowiada intuicja, rownanie graniczne powinno opisywacé proces odbywajacy sie na powierzchni
analogicznej do obu brzegéw. Na przykiad modelujac przekazywanie sygnatléw w limfocytach B trzeba
pamietaé o tym, ze ich jadro jest stosunkowo duze (wigksze niz 0,9 promienia komorki), co powoduje,
ze niosgce informacje kinazy poruszajg sie w cienkiej warstwie miedzy jadrem a blong komoérkows;
warstwe te mozna wrecz wyobrazaé sobie jako sfere. Fakt, ze jest ona tak cienka wzmacnia wzajemne
interakcje miedzy dyfundujacymi kinazami oraz znajdujacymi sie¢ na btonie komérkowej receptorami
i ma wazne implikacje biologiczne.

Idee te wyrazi¢ mozna jako twierdzenie o zbieznosci rozwiazan réwnan aproksymujacych, a za-
gadnienie to okazuje sie by¢ typu zaburzenia osobliwego, gdy zauwazymy, ze zmniejszanie odleglosci
miedzy powierzchniami tworzacymi brzeg jest jednoznaczne z ustaleniem odlegtosci a zwigkszaniem
predkoséci dyfuzji w kierunku do nich prostopadtym. Warto podkresli¢, ze wyzej wymienione réwnania
rozwazane sa wraz z warunkami brzegowymi opisujacymi naplyw lub utrate czastek na brzegu obszaru
(skoro, na przyklad, kinazy aktywowane sa na blonie komérkowej, to obserwujemy naptyw aktywnych
kinaz z tego kierunku; jesli natomiast interesuja nas kinazy nieaktywne, to warunek brzegowy bedzie
opisywal ich znikanie). Réwnanie graniczne takze musi wiec zawiera¢ czynniki, ktére beda opisywaly
taki naplyw lub utrate; nie moga by¢ one czescig warunkow brzegowych, ktére w granicy tracg sens.
Jednym z matematycznych wyzwan jest analityczny opis mechanizmu, w jaki informacja zawarta w
warunku brzegowym przechodzi do granicznego réwnania.

Drugi model, ktéry jest tematem projektu pochodzi z medycyny, a poswigcony jest dwoém rodza-
jom mutacji: ,driver’ i ,passenger”, ktore odgrywaja kluczowa role we wczesnych etapach rozwoju
nowotworu. Rzadkie mutacje typu pierwszego gwaltownie zwigkszaja selekcyjna przewage komorek,
w ktérych zaszly, a liczne typu drugiego stopniowo ja zmniejszaja. W stworzonym przez nas modelu
rozwazamy populacje, w ktorej oprocz losowych zmian dostosowania wazna role odgrywaja wtlasnie
sity selekcji — jest to model typu (1), w ktérym A opisuje mutacje, a B — selekcje. W populacjach ra-
kowych zmutowane komoérki wygrywaja z dostosowanymi gorzej, stopniowo je eliminujac, a réwnanie
fundamentalne otrzymuje sie przechodzac z € — 0 w (1). Jedli jednak wiekszo$¢ komérek jest zdrowa,
sity selekcji odgrywaja role mniejsza niz mutacje i odpowiednie przyblizenie otrzymuje sie przechodzac
z &€ > 0w (1) po zamianie rolami A i B.



