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W niniejszym projekcie chcemy zaja¢ sie problemami kolorowania online i L(2,1)-etykietowania
graféw definiowanych geometrycznie. Tematyka grafow geometrycznych jest od wielu lat intensywnie
badana, zar6wno ze wzgledu na powiazania teoretyczne jak i na motywacje praktyczne. W szczeg6l-
nosci rézne zagadnienia kolorowania, ktére sa przedmiotem niniejszego projektu, mozna odnie$¢ do
probleméw rzeczywistych, np. przydziatu czestotliwosci czy szczelin czasowych w sieciach telekomu-
nikacyjnych.

Grafem nazywamy pare dwoch zbioréw: pierwszy z nich nazywamy zbiorem wierzchotkdw, drugi zas
zawiera pary roznych wierzchotkow, a kazda taka para nazywana jest krawedzig. O wierzchotkach, ktére
tworzg jedna z krawedzi méwimy, ze sasiaduja ze soba w grafie. Grafy czesto modeluja sytuacje kon-
fliktu (lub odwrotnie: relacji pozytywnej) miedzy roznymi obiektami. Jednym z klasycznych zagadnien
rozwazanych w teorii graféw jest tzw. kolorowanie grafow. Celem jest przydzielenie kazdemu wierz-
chotkowi koloru z ustalonego zestawu, by wierzchotki sasiadujace otrzymaly rézne kolory. Chcemy przy
tym uzy¢ jak najmniejszej liczby koloréw. Projekt ten dotyczy graféw przecieé¢ figur geometrycznych,
ktore sa definiowane nastepujaco: zbiorem wierzchotkéw jest zestaw figur, a dwa wierzchotki sg potac-
zone krawedzig w grafie, jesli odpowiadajace im figury sie przecinaja. W tym projekcie skupimy sie na
dwéch klasach tego typu graféw: grafach przecie¢ kot na ptaszcezyznie oraz grafach przecie¢ przedziatlow
w zbiorze liczb rzeczywistych.

Aby to lepiej zobrazowaé, wyjasnijmy w jaki sposob moga one modelowac¢ konflikty w sieci teleko-
munikacyjnej. Jesli bowiem przyjmiemy, ze kota przedstawiaja obszary zasiegdéw poszczegdlnych nada-
jnikéw, to przecinanie sie dwoch kot oznacza, ze np. powinnismy nadaé tym nadajnikom inne czes-
totliwosci (czyli kolory w kolorowaniu). Rozne rodzaje geometrycznie definiowanych grafow i typow
kolorowania moga uwzglednia¢ rézne wlasnodci i wymagania poszczegblnych typoéw sieci telekomu-
nikacyjnych. Np. L(2,1)-etykietowanie polega na tym, ze wierzchotki sasiadujace musza mie¢ kolory
odlegte o co najmniej 2, za§ wierzchotki majace wspdélnego sasiada musza mie¢ kolory o co najm-
niej 1. Taki model kolorowania odpowiada sytuacji, gdy uwzglednimy, ze w pewnych okolicznosciach
czestotliwoscei bedace blisko siebie moga interferowaé¢ (stad "mocniej" odrézniamy sasiadow), a z kolei
wspolny sasiad dwéch nadajnikéw powoduje, ze te dwa nadajniki réwniez powinny otrzymaé rézne
czestotliwodci. W wielu tego typu zagadnieniach interesujacy nas obiekt nie jest w calosci znany, ale
pojawia si¢ stopniowo (np. sie¢ telekomunikacyjna jest stopniowo rozbudowywana). Takie problemy
okredla sie mianem online i takie wtasnie wersje kolorowania i etykietowania stanowig gltéwna czesé
stawianych zadan badawczych. Kolorowanie grafu online oznacza, ze graf na poczatku nie jest znany
i poznajemy go wierzchotek wierzchotku. W kazdej rundzie wprowadzany jest jeden nowy wierzchotek
wraz 7 krawedziami do dotychczas poznanych wierzchotkéw i od razu musi zostaé¢ pokolorowany. Co
wazne, raz dokonanego wyboru nie mozna pézniej zmieni¢, wiec sytuacja jest trudniejsza.

W naszej pracy chcemy zajaé sie przede wszystkim projektowaniem lepszych algorytmow (czyli
przepisow /sposobow) kolorujacych i etykietujacych online, jak réwniez teoretycznymi ograniczeniami
na mozliwg jako$é¢ algorytmoéw. Naturalnie, kluczem do sukcesu jest wykorzystywanie szczegdlnych ge-
ometrycznych wlasnosci grafow przecie¢. W ramach proby glebokiego zbadania tych geometrycznych
wlasnosci zajmiemy sie réwniez pewnymi zagadnieniami kolorowania plaszczyzny zwiazanymi z klasy-
cznym problemem Hadwigera-Nelsona. Pytanie w owym problemie brzmi: Ile réznych koloréw wystar-
czy do pokolorowania wszystkich punktéw nieskonczonej ptaszczyzny tak, aby kazda para punktéw w
odlegtosci doktadnie jeden miata rézne kolory? Wiadomo, ze mozna to zrobié¢ przy pomocy 7 koloréw
przy pomocy doé¢ prostego schematu, ale mniej niz 4 kolory nie wystarczy - minimalna wartosé nie jest
znana. Okazuje sie, ze tego typu pytania sg nie tylko ciekawe z matematycznego punktu widzenia, ale
roéwniez pozwalajg konstruowaé lepsze algorytmy we wczesniej opisanych przypadkach graféw przecieé.

Stworzone w ramach projektu algorytmy, ograniczenia i schematy kolorowania maja nie tylko uzu-
petni¢ wiedze i dostarczyé rozwigzan w konkretnych problemach, ale przede wszystkim pozwola na
rozwiniecie technik i nowatorskich pomystéw, ktore znajda szersze zastosowanie przy projektowaniu
algorytmoéw kolorowania obiektéw geometrycznych. W konsekwencji projekt moze przyniesé korzysci
zaréwno w zakresie teoretycznym, jak i w powiazanych problemach rzeczywistych.



