
W niniejszym projekcie chcemy zaj¡¢ si¦ problemami kolorowania online i L(2, 1)-etykietowania
grafów de�niowanych geometrycznie. Tematyka grafów geometrycznych jest od wielu lat intensywnie
badana, zarówno ze wzgl¦du na powi¡zania teoretyczne jak i na motywacje praktyczne. W szczegól-
no±ci ró»ne zagadnienia kolorowania, które s¡ przedmiotem niniejszego projektu, mo»na odnie±¢ do
problemów rzeczywistych, np. przydziaªu cz¦stotliwo±ci czy szczelin czasowych w sieciach telekomu-
nikacyjnych.

Grafem nazywamy par¦ dwóch zbiorów: pierwszy z nich nazywamy zbiorem wierzchoªków, drugi za±
zawiera pary ró»nych wierzchoªków, a ka»da taka para nazywana jest kraw¦dzi¡. O wierzchoªkach, które
tworz¡ jedn¡ z kraw¦dzi mówimy, »e s¡siaduj¡ ze sob¡ w gra�e. Grafy cz¦sto modeluj¡ sytuacje kon-
�iktu (lub odwrotnie: relacji pozytywnej) mi¦dzy ró»nymi obiektami. Jednym z klasycznych zagadnie«
rozwa»anych w teorii grafów jest tzw. kolorowanie grafów. Celem jest przydzielenie ka»demu wierz-
choªkowi koloru z ustalonego zestawu, by wierzchoªki s¡siaduj¡ce otrzymaªy ró»ne kolory. Chcemy przy
tym u»y¢ jak najmniejszej liczby kolorów. Projekt ten dotyczy grafów przeci¦¢ �gur geometrycznych,
które s¡ de�niowane nast¦puj¡co: zbiorem wierzchoªków jest zestaw �gur, a dwa wierzchoªki s¡ poª¡c-
zone kraw¦dzi¡ w gra�e, je±li odpowiadaj¡ce im �gury si¦ przecinaj¡. W tym projekcie skupimy si¦ na
dwóch klasach tego typu grafów: grafach przeci¦¢ kóª na pªaszczy¹nie oraz grafach przeci¦¢ przedziaªów
w zbiorze liczb rzeczywistych.

Aby to lepiej zobrazowa¢, wyja±nijmy w jaki sposób mog¡ one modelowa¢ kon�ikty w sieci teleko-
munikacyjnej. Je±li bowiem przyjmiemy, »e koªa przedstawiaj¡ obszary zasi¦gów poszczególnych nada-
jników, to przecinanie si¦ dwóch kóª oznacza, »e np. powinni±my nada¢ tym nadajnikom inne cz¦s-
totliwo±ci (czyli kolory w kolorowaniu). Ró»ne rodzaje geometrycznie de�niowanych grafów i typów
kolorowania mog¡ uwzgl¦dnia¢ ró»ne wªasno±ci i wymagania poszczególnych typów sieci telekomu-
nikacyjnych. Np. L(2, 1)-etykietowanie polega na tym, »e wierzchoªki s¡siaduj¡ce musz¡ mie¢ kolory
odlegªe o co najmniej 2, za± wierzchoªki maj¡ce wspólnego s¡siada musza mie¢ kolory o co najm-
niej 1. Taki model kolorowania odpowiada sytuacji, gdy uwzgl¦dnimy, »e w pewnych okoliczno±ciach
cz¦stotliwo±ci b¦d¡ce blisko siebie mog¡ interferowa¢ (st¡d "mocniej" odró»niamy s¡siadów), a z kolei
wspólny s¡siad dwóch nadajników powoduje, »e te dwa nadajniki równie» powinny otrzyma¢ ró»ne
cz¦stotliwo±ci. W wielu tego typu zagadnieniach interesuj¡cy nas obiekt nie jest w caªo±ci znany, ale
pojawia si¦ stopniowo (np. sie¢ telekomunikacyjna jest stopniowo rozbudowywana). Takie problemy
okre±la si¦ mianem online i takie wªa±nie wersje kolorowania i etykietowania stanowi¡ gªówn¡ cz¦±¢
stawianych zada« badawczych. Kolorowanie grafu online oznacza, »e graf na pocz¡tku nie jest znany
i poznajemy go wierzchoªek wierzchoªku. W ka»dej rundzie wprowadzany jest jeden nowy wierzchoªek
wraz z kraw¦dziami do dotychczas poznanych wierzchoªków i od razu musi zosta¢ pokolorowany. Co
wa»ne, raz dokonanego wyboru nie mo»na pó¹niej zmieni¢, wi¦c sytuacja jest trudniejsza.

W naszej pracy chcemy zaj¡¢ si¦ przede wszystkim projektowaniem lepszych algorytmów (czyli
przepisów/sposobów) koloruj¡cych i etykietuj¡cych online, jak równie» teoretycznymi ograniczeniami
na mo»liw¡ jako±¢ algorytmów. Naturalnie, kluczem do sukcesu jest wykorzystywanie szczególnych ge-
ometrycznych wªasno±ci grafów przeci¦¢. W ramach próby gª¦bokiego zbadania tych geometrycznych
wªasno±ci zajmiemy si¦ równie» pewnymi zagadnieniami kolorowania pªaszczyzny zwi¡zanymi z klasy-
cznym problemem Hadwigera-Nelsona. Pytanie w owym problemie brzmi: Ile ró»nych kolorów wystar-
czy do pokolorowania wszystkich punktów niesko«czonej pªaszczyzny tak, aby ka»da para punktów w
odlegªo±ci dokªadnie jeden miaªa ró»ne kolory? Wiadomo, »e mo»na to zrobi¢ przy pomocy 7 kolorów
przy pomocy do±¢ prostego schematu, ale mniej ni» 4 kolory nie wystarczy - minimalna warto±¢ nie jest
znana. Okazuje si¦, »e tego typu pytania s¡ nie tylko ciekawe z matematycznego punktu widzenia, ale
równie» pozwalaj¡ konstruowa¢ lepsze algorytmy we wcze±niej opisanych przypadkach grafów przeci¦¢.

Stworzone w ramach projektu algorytmy, ograniczenia i schematy kolorowania maj¡ nie tylko uzu-
peªni¢ wiedz¦ i dostarczy¢ rozwi¡za« w konkretnych problemach, ale przede wszystkim pozwol¡ na
rozwini¦cie technik i nowatorskich pomysªów, które znajd¡ szersze zastosowanie przy projektowaniu
algorytmów kolorowania obiektów geometrycznych. W konsekwencji projekt mo»e przynie±¢ korzy±ci
zarówno w zakresie teoretycznym, jak i w powi¡zanych problemach rzeczywistych.
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