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Jadra ciepta: konstrukcja i oszacowania

Réwnanie ciepta d, = A to réwnanie o fundamentalnej roli w fizyce, gdyz pozwala ono modelowaé rozcho-
dzenie si¢ ciepta. Rozwiazaniem fundamentalnym tego réwnania jest funkcja g(z,x) = (47It)_de_‘x‘2/ 4 znana
pod nazwa jadro Gaussa-Weierstrassa. Oznacza to, ze gdy dany jest rozklad temperatury w chwili poczatkowe;j
t =0, przy uzyciu funkcji g(7,x) mozemy wyznaczy¢ temperature w kazdej chwili 7 > 0 i punkcie przestrzeni x.

Funkcja g(¢,x) odgrywa takze bardzo wazna rolg w teorii proceséw stochatycznych, ktére sa matema-
tycznymi modelami zjawisk losowych. Pierwszym fundamtnalnym przykladem takich proceséw jest proces
Wienera, inaczej zwany tez ruchem Browna. Zostal on zaproponowany w roku 1900 przez L. Bacheliera do
badania cen na gietdzie, p6Zniej stosowany takze przez A. Einsteina i M. Smoluchowskiego do opisu ruchéw
Browna (chaotycznego ruchu czasteki w cieczy, np. pytku w wodzie). Przy pewnych zalozeniach na model,
funkcja g(¢,x) wpelni charakteryzuje proces Wienera. W szczeg6lnosci, pozwala wyznaczaé prawdopodobiefi-
stwo z jakim czastka znajdzie si¢ w wybranym obszarze cieczy po ustalonym czasie ¢. Z tego powodu g(t,x)
nazywamy takze gestoScia przej$cia procesu.

Innym waznym przyktadem procesu stochastycznego jest proces Poissona. Warto$¢ tego procesu w chwili ¢
mozna interpretowac jako (losowa) ilo$¢ sygnatéw, lub ogdlniej pewnych zdarzen, do chwili z. Stuzyt on juz na
poczatku XX wieku do analizy prac central telefonicznych i badania kapitatu firm ubezpieczeniowych. Nalezy
zauwazyC, ze realizacje (tzw. trajektorie) procesu Poissona posiadaja skoki. Pojawiaja si¢ one w chwilach
przyjscia sygnatéw. Trajektorie processu Wienera sa nastomiast ciagte.

Niemniej jednak oba procesy sa reprezentantami tej samej wigkszej klasy proceséw stochastycznych zna-
nych jako procesy Lévy’ego. WigkszoS¢ z nich posiada trajektorie ze skokami, ktére opisane sa miara Lévy’ego
(miarg skokéw), i ktorych struktura jest duzo bardziej skomplikowana niz w przypadku processu Poissona. Na-
lezy tez zauwazy¢, ze gdy proces Lévy’ego posiada gestosé przejscia p(t,x), wyznaczenie jej jawnym wzorem
moze by¢ niemozliwe. W takim przypadku uzyskanie doktadnych oszacowan, asymptotyk i wlasnosci regu-
larnosci p(t,x) odgrywa wazna rolg. Opisany powyzej zwiazek migdzy réwnaniem ciepta a ggstoscia przejscia
procesu Wienera nie jest przypadkowy. Podobne relacje zachodza migdzy réwnaniami postaci d, = A, gdzie
A to tzw. generator procesu Lévy’ego, a rozktadami proceséw Lévy’ego. MoglibySmy w tym konteks$cie mo-
wic o jeszcze szerszej klasie procesow, o tzw. procesach Markowa. Generatory proceséw (Markowa), ktérych
trajektorie posiadaja skoki nazywamy operatorami nielokalnymi, a ich ggstosci przejicia (z uwagi na kontekst)
jadrami ciepta.

W ostatnich latach mozna dostrzec zwigkszajace si¢ zainteresowanie operatorami nielokalnymi, poniewaz
pozwalaja one na tworzenie doktadniejszych modeli w fizyce, chemii, biologii czy ekonomii. Stosowane sa
do opisu ewolucji nieliniowych fal, dynamiki ptynéw czy w badaniach polimeréw. Czasem modele takie

budowane sa na przestrzeniach innych niz euklidesowe, aby méc bada¢ struktury takie jak krysztaty.

Cele projektu

Projekt obejmuje zagadnienia z procesOw stochastycznych, czastkowych rownan rézniczkowych z opera-
torami nielokalnymi, analizy funkcjonalnej, teorii potencjatu oraz analizy harmonicznej. Dotyczy on badania
operatoréw nielokalnych na przestrzeniach euklidesowych oraz strukturach dyskretnych i obejmuje trzy zada-
nia badawcze: (1) analiza jqder ciepta na przestrzeniach euklidesowych; (2) asymptotyka i oszacowania pot-
grup na obszarach; oraz (3) jadra ciepta na strukturach dyskretnych. W szczegblnosci zbadamy jadra ciepta
operatorow nielokalnych z niesymetrycznymi miarami Lévy’ego, operatoréw Dunkla oraz subordynatoréw. Na
obszarach zbadamy procesy, ktérych miary opisujace skoki procesu nie sg absolutnie ciagle. Opiszemy takze
asymptotyczne zachowanie jader ciepta w poblizu brzegu oraz asymptotyke spektralnego ciepta catkowitego.
Na strukturach dyskretnych zbadamy jadra ciepla spaceréw losowych. Rozwazane przez nas modele to migdzy
innymi budynki afiniczne i krysztaly topologiczne.



