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Uktady Liego i wybrane metody teorii Liego w rédwnaniach rézniczkowych

Réwnania rézniczkowe, zaréwno zwyczajne jak i czgstkowe, stanowig najwazniejszy jezyk opisu wtasnosci i
ewolucji uktaddw fizycznych oraz olbrzymi fragment catosci nauk matematycznych. Ogromna jednak wiekszos¢
prac w tej dziedzinie poswiecona jest zagadnieniom analitycznym i obliczeniowym, pozostawiajgc problemy
geometryczne nieco na uboczu. Nie ulega jednak watpliwosci, ze najwazniejsze typy rownan rézniczkowych w
ten czy inny sposéb wiazg sie ze specyficzng geometrig (np. symetriami), ukrytg za analityczng ich postacia. Na
przyktad, jedno z najwazniejszych rdwnan nieliniowych, réwnanie Riccatiego, jest kombinacjg trzech pél
wektorowych na prostej rzeczywistej (o wspdtczynnikach zaleznych od czasu), zamknietych ze wzgledu na
nawias Liego, czyli rozpinajacych trzywymiarowg algebre Liego pdél wektorowych.

Teoria Liego, noszgca nazwe od norweskiego matematyka, Sophusa Lie, ktory jg zapoczatkowat, rodzita sie
wiasnie jako “teoria Galois’ dla réwnan rézniczkowych i dopiero swoim pdzniejszym ksztatcie przyjeta postac
teorii autonomicznych obiektéw algebraiczno-geometryczno-rézniczkowych, znanych dzis jako grupy i algebry
Liego. Sg one jednymi z fundamentalnych pojec i narzedzi wspétczesnej fizyki i matematyki, pojawiajgcymi

sie niemal we wszystkich obszarach tych nauk. Grupy i algebry Liego, czy bardziej ogélne grupoidy i algebroidy
Liego, wystepujg najczesciej w kontekscie symetrii uktadow, ich redukcji (odwzorowania momentu) oraz
problemdw catkowalnosci. Czesto jednak pojawiajg sie w kontekstach nieoczywistych, zwigzanych czesto

z ukrytg, dodatkowag struktura.

Jedng z najciekawszych takich wtasnie wtasnosci uktadu jest istnienie, na ogét nieliniowych, zasad sktadania
rozwigzan (superpozycji). Taka zasada superpozycji jest na ogét rozumiana jako funkcja produkujgca nowe
rozwigzania (zalezne od parametru) z podstawienia znanych rozwigzan; w sytuacji idealnej — wszystkie
rozwigzania, przy znajomosci pewnego, skoriczonego zbioru rozwigzan “niezaleznych’. Jest to poniekad substytut
catkowalnosci w sytuacji, gdy na catkowalno$¢ rdwnania nie ma nadziei. Najprostszym przyktadem uktadu
dopuszczajgcego zasade superpozycji jest uktad liniowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu: kazde
rozwigzanie jest tutaj kombinacjg liniowg maksymalnego zbioru rozwigzan niezaleznych. Od Sophusa Lie
pochodzi twierdzenie méwigce, ze uktady dopuszczajgce zasady sktadania rozwigzan (nazywane teraz czesto
ukfadami Liego) sg, jak réwnanie Riccatiego, kombinacjami rodziny pél wektorowych, rozpinajacych skonczenie-
wymiarowq algebre Liego pdl wektorowych.

Przedstawiony projekt badawczy dotyczy zaréwno daleko idgcych uogdlnien koncepcji uktadéw Liego, np. tzw.
uktaddéw quasi-Liego lub uktadéw opartych na algebroidach Liego, w kontekscie dodatkowych struktur
geometrycznych (symplektycznych, Poissona, Diraka, itp.), jak réwniez takich uktadow w obrazie
stochastycznym lub kontekscie teorii supersymetrycznych, czyli uktadéw na superrozmaitosciach. Te dwa
ostatnie zagadnienia sg dotychczas bardzo stabo zbadane i rozumiane. Réwniez problemy symetrii i
catkowalnosci, zaréwno w obrazie stochastycznym, kwantowym, jak i supersymetrycznym, bedg leze¢ w
obszarze naszych zainteresowan. Innym, catkowicie nowym zagadnieniem w tym kontekscie, bedzie préba
zrozumienia i rozwiniecia geometrycznego modelu dyskretyzacji uktadéw Liego, zachowujacej istnienie
superpozycji. Problemy te lezg bez watpienia na przecieciu najwazniejszych zagadnien matematyki i fizyki
zwigzanych z geometrycznymi wtasnos$ciami i jakosciowq teorig réwnan rézniczkowych.

Dla wykonania projektu powotalismy zespdt naukowy jednoczacy wszystkie chyba najlepsze osrodki na swiecie
zajmujgce sie tg tematyka: IMPAN, Uniwersytet w Saragossie, Uniwersytet w Montrealu oraz Politechnike w
Barcelonie. Kazda z grup wnosi nieco odmienne podejscie i umiejetnosci do prezentowanych zagadnien, co czyni
caty zespot niezwykle kompetentnym. Wierzymy, ze zaproponowany zespét oraz jego kompetencije i
doswiadczenie tworzg realne podstawy sukcesu tego projektu.



