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OPERATORY MAKSYMALNE

Nadrzednym celem planowanych badafi jest glgbsze poznanie natury obiektéw znanych w literaturze ma-
tematycznej jako operatory maksymalne. Aby w przystgpny sposéb przedstawié¢ problem, warto na poczatek
postuzy¢ si¢ analogia. WyobraZzmy sobie, ze chcemy sprawiedliwie ocenic, jak duzy potencjat drzemie w spor-
towcu uprawiajacym dang dyscypling. Do wykonania tego zadania musimy przeanalizowaé jego karierg i wy-
bra¢ momenty, w ktérych byt on w najwyzszej formie. Czym jednak jest forma? Mianem tym mozna okre§li¢
Sredniag warto$c, jaka pokazuje zawodnik w pewnym okresie. Mimo iz same operatory maksymalne, ktére dzia-
taja na funkcjach okreslonych na pewnej przestrzeni metryczno-miarowej, sa nieco bardziej skomplikowanym
bytem, taka wlasnie byta geneza definiowania tego pojecia. Powyzsza idea pochodzi od dwdéch brytyjskich
matematykéw dwudziestego wieku, Godfreya Harolda Hardy’ego i Johna Edensora Littlewooda, z ktérych ten
pierwszy byt wielkim fanem krykieta.

Operatory maksymalne mozna definiowac na wiele sposob6éw, przy czym do najczgsciej rozwazanych wer-
sji zalicza si¢ operator maksymalny scentrowany oraz niescentrowany typu Hardy’ego-Littlewooda. Dziatanie
niescentrowanego operatora maksymalnego w matematycznym sensie mozna niemal Sci$le opisa¢ nastgpujaco.
Dla pewnej z géry zadanej nieujemnej funkcji f znajdujemy jej funkcje maksymalng M f w taki sposéb, ze
do wyznaczenia wartoSci funkcji M f w pewnym punkcie x wyliczamy Srednie wartosci funkcji f w réznych
obszarach zawierajacych punkt x, a nastgpnie wybieramy najwigksza z nich. Odwotujac si¢ do wczesniejsze;j
analogii powiedzieliby$my, ze odpowiada to sytuacji, w ktorej krytyk sportowy patrzy na zawodnika przychyl-
nym okiem i ocenia jego form¢ w danym momencie najwyzej, jak tylko to mozliwe w ramach jej roboczej
definicji. Wyjasnijmy jeszcze, ze wspomniane obszary sa topologicznie po prostu kulami. Pojecie kuli jest
wprawdzie znacznie ogdlniejsze, jednak w klasycznej sytuacji, to znaczy w trojwymiarowej przestrzeni eukli-
desowej, pokrywa si¢ ono z pojeciem kuli znanym ze stereometrii. Operator maksymalny scentrowany rézni
si¢ od niescentrowanego jedynie tym, ze brane pod uwage kule musza mie¢ Srodek w punkcie x.

Teoria operatoréw maksymalnych znalazla szerokie zastosowanie w réznych dziedzinach matematyki z ana-
liza harmoniczna na czele. Za pomoca funkcji maksymalnych dowodzi si¢ migdzy innymi klasyczne twier-
dzenia o rézniczkowaniu Lebesgue’a. Ponadto, natura operatoréw maksymalnych pozwala oszacowaé z gory
warto$ci innych obiektéw matematycznych, na przyktad operatoréw opisujacych rozchodzenie si¢ ciepta w cza-
sie i przestrzeni przy danych warunkach poczatkowych. Kluczowa dla zastosowaf jest umiejetnos$¢ ocenienia,
jak duza moze by¢ funkcja M f wzgledem wyjsciowej funkcji f lub nieco ogélniej, jakie wtasnosci funkcji M f
wynikaja z jakich wilasnosci funkcji f. W najbardziej klasycznych sytuacjach problem ten zostal juz w zadowa-
lajacy sposéb opisany w wielu pracach, wpisujacych si¢ dzi§ w kanon analizy harmonicznej. Jakkolwiek, wciaz
pozostaje wiele nie do konca zbadanych aspektéw zwiazanych z ta tematyka. Niniejszy projekt zaktada przyj-
rzenie si¢ réznym mniej typowym wilasno$ciom operatoréw maksymalnych i opisem warunkéw, w jakich moga
one zaistnie¢. Precyzyjniej, bedziemy interesowali si¢ funkcjami f nalezacymi do zadanych klas, na przyktad
przestrzeni Lebesgue’a lub Lorentza, i postaramy si¢ opisaé, czy i kiedy funkcje M f réwniez naleza do tych
samych badZ innych klas przestrzeni, a ich wielko$¢ jest, w terminach przystugujacych danym przestrzeniom
funkcyjnym, poréwnywalna z wielkoscia funkcji wyjSciowych f. Wprowadzone w badaniach klasy rozwaza-
nych przestrzeni metryczno-miarowych, z ktérymi stowarzyszone bytyby operatory maksymalne, pozwalatyby
mozliwie glgboko siggnac¢ do natury tych obiektéw, by wyszczegdlni¢ niektére ich charakterystyczne cechy,
ujawniajace si¢ w pewnych szczegdélnych okolicznosciach.



