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Problemy i rozwiazania

Wiele probleméw w informatyce pyta o przydzial warto$ci pewnym obiektom w taki sposéb, by spetnié¢ dana liste
wiezéw. Przyktadowo, jak przydzieli¢ lekcje do przedziatéw czasowych tak, by lekcje jednego nauczyciela nie
kolidowaly w czasie; albo jak przydzieli¢ zadania komputerom, aby zaden nie dostat dwdch zadarh wymagajacych
tych samych zasobdw.

Takie problemy badane sa abstrakcyjnie jako kolorowania grafow: mamy dane wierzchotki (lekcje czy zadania)
1 krawedzie miedzy nimi (r6znego rodzaju konflikty). Jak przydzieli¢ wierzchotkom kolory (przedziaty czasowe
czy komputery) tak, by spetni¢ wszystkie wigzy — przyktadowo mozemy wymagac¢ by kazda krawedZ miata korice
réznych koloréw.

Przestrzenie rozwigzan

Problemy takie jak wyzej maja cz¢sto wiele rozwiazani, moze istnie¢ wiele poprawnych kolorowan. Niektdre
mozna uznac za blizsze innym, gdy r6znia si¢ tylko na kilku wierzchotkach. Mozemy wigc bada¢ zbiér rozwiazan
jako przestrzen — pytajac na przyktad o drogi mi¢dzy rozwiazaniami. Co jesli, przyktadowo, znamy jedno obecne
rozwiazanie, ale chcemy osiagna¢ inne matymi krokami, zmieniajac tylko po jednym kolorze na raz? Nie mozemy
sobie pozwoli¢ na zapomnienie wigzOw, wigc moze si¢ to okaza¢ niemozliwe, nawet jesli znamy oba rozwiazania!
Algorytmy i topologia

Dla niektdrych rodzajéow wigzéw znamy algorytmy, ktére robia doktadnie to — znajduja drogi mig¢dzy rozwiazaniami
— 1 to optymalnie. Co zaskakujace, mimo ze pytamy o skoficzone, dyskretne zbiory ze skoriczonymi wigzami,
algorytmy te dziataja mys$lac o tym duzo luZniej. To jest, mozemy wyobrazi¢ sobie graf jako zestaw rozciagliwych
sznurkéw zamiast krawedzi. Wigzy staja si¢ przeszkodami, np. rurami — wszelkie naciaganie i zginanie sznurkow
jest dozwolone, nie pozwalamy tylko przekraczaé $cian rur.

Moze si¢ wydawacd, ze praktycznie wszystko mozna z takimi sznurkami zrobic, ale jednak nigdy nie oddzielimy
zamknigtej petli z sznurka od rury, wzdtuz ktérej ja nawinigto, ani nie spowodujemy, by nawini¢cie byto dwukrotne.
Topologia bada podobne warunki i ich uogélnienia w wyzszych wymiarach. Okazuje si¢, ze doktadnie te warunki
ograniczaja tez mozliwe drogi w przestrzeniach rozwiazan.

Nasz projekt badawczy

Celem proponowanego projektu jest lepsze zrozumienie tego jak topologiczne ograniczenia wptywaja na nasze
poczatkowe problemy. Ogdélniej, chcieliby§Smy zajac si¢ topologia przestrzeni rozwiazan i zastosowac jej opis do
dowodzenia przydatnych twierdzen o istnieniu szczegélnych rozwiazaf, lub do przedstawienia nowych algorytméw
do rozwiazywania naszych probleméw.

Uzywamy informatyki do sformalizowania niektérych pytan; w szczegdélnosci chcemy odpowiedzieé, dla jakich
rodzajéw probleméw i wigzOw mozna stworzy¢ algorytm dla znajdowania drég miedzy rozwiazaniami. Taki
algorytm mozna bezposrednio zastosowaé, gdyby interesowaty nas wtasnie takie drogi, ale wglad w przestrzen
rozwiazain moze tez po prostu pozwoli¢ na znajdywanie lepszych. Istotnie, wiele algorytméw uzywanych w
praktyce do rozwiazywania systemow wiezow opiera si¢ na przeszukiwaniu lokalnym, czyli na pomysle poprawiania
rozwigzania matymi krokami.

Zadajemy jednak wiele bardziej matematycznych pytan, w wigkszosci zwiazanych ze stara prosta hipoteza
postawiong w 1966 r. przez Stephena Hedetniemi’ego. Méwi ona, ze iloczyn dwoéch graféw (mozemy o nim mysle¢
jako o koniunkcji dwéch systemow wigzow) mozna pokolorowac tak prosto, na ile pozwala prostszy z dwu czynni-
kéw. To zaskakujace pytanie ma wiele glebokich powiazan z réznymi teoriami matematycznymi. O ile mamy mate
szanse na nie odpowiedzie¢, mySlimy iz nasze narzg¢dzia moga dokonaé pewnego postgpu. Powigkszytoby to nasze
zrozumienie fascynujacych wspétoddziatywan kombinatoryki i topologii, dajac nieprzewidywalne zastosowania
jako skutek uboczny.



