
Streszczenie projektu: Nieprzemienna probabilistyka z zastosowaniami.

Gªównym celem naukowym projektu jest konstruowanie i badanie nowych uogólnionych nieprzemien-
nych procesów stochastycznych, w szczególno±ci uogólnionych ruchów Browna, zwi¡zanych ze zdeformo-
wanymi relacjami komutacji, ich zwi¡zków z klasyczn¡ probabilistyk¡ oraz badanie zwi¡zanych z nimi
algebr von Neumanna.

Procesy stochastyczne w klasycznej probabilistyce opisuj¡ ró»norodne zjawiska, w których wyst¦puje
element losowo±ci, i oparte s¡ na poj¦ciu (klasycznej) niezale»no±ci przemiennych zmiennych losowych.
W nieprzemiennej probabilistyce zmienne losowe nie komutuj¡, poniewa» s¡ to operatory samosprz¦»one
na przestrzeniach Hilberta (np. macierze). Ponadto w nieprzemiennej probabilistyce wyst¦puj¡ inne
poj¦cia niezale»no±ci, takie jak niezale»no±¢ wolna, monotonicza, boole'owska, warunkowo wolna czy bm-
niezale»no±¢. Inne jest tak»e poj¦cie rozkªadu zmiennej losowej i warto±ci oczekiwanej. Ogólnie nieprze-
mienna przestrze« probabilistyczna to ∗-algebraA z jedno±ci¡ oraz ze stanem ϕ, który peªni rol¦ klasycznej
warto±ci oczekiwanej. Rozkªadem nieprzemiennej zmiennej losowej A = A∗ ∈ A jest miara probabili-

styczna µA na prostej rzeczywistej R, dla której funkcja C+ 3 z 7→ ϕ((z − A)−1) =

∫
R

µ(dx)

z − x
:= Gµ(z)

jest transformat¡ Cauchy'ego tej miary. W szczególno±ci transformata Cauchy'ego w nieprzemiennej
probabilistyce peªni rol¦ podobn¡ do transformaty Fouriera w probabilistyce klasycznej i jest gªównym
narz¦dziem analitycznym bada«. De�niuj¡c nieprzemienne procesy stochastyczne (gaussowskie, Poissona,
Wienera czy Lévy'ego) uogólnia si¦ abstrakcyjne wªasno±ci procesów klasycznych. Na przykªad, miara
gaussowska to miara otrzymana w centralnym twierdzeniu granicznym dla danego poj¦cia niezale»no±ci �
dla niezale»no±ci wolnej jest to miara Wignera, a dla monotonicznej jest to arcus sinus. Operatory gaus-
sowskie s¡ konstruowane jako suma operatora kreacji i anihilacji przez ustalony wektor (na odpowiednio
zdeformowanej przestrzeni Focka), a ich rozkªady s¡ miarami gaussowskimi. Ruch Browna otrzymuje
si¦ jako sum¦ kreacji i anihilacji przez funkcje postaci χ[0,t] dla t > 0. Inne nieprzemienne procesy sto-
chastyczne okre±la si¦ podobnie, dodaj¡c odpowiednie mody�kacje (np. zwi¡zane z operatorem ilo±ci
cz¡stek). Ogólnie nieprzemienne procesy Lévy'ego s¡ to procesy stacjonarne o przyrostach niezale»nych
(w sensie danej niezale»no±ci nieprzemiennej). Wszystkie one skªadaj¡ si¦ z operatorów samosprz¦»onych,
mo»na wi¦c rozpatrywa¢ algebry przez nie generowane, w szczególno±ci ich bikomutanty czyli algebry von
Neumanna.

W jaki sposób konstruowa¢ zdeformowane przestrzenie Focka, na których dziaªaj¡ operatory kreacji i
anihilacji? Idea jest nast¦puj¡ca. Je±li mamy dany operator kontrakcji T na H⊗H, to mo»na go rozsze-
rzy¢ na H⊗n wzorem Tk := I⊗(k−1)⊗T ⊗I⊗(n−k−1) dla dowolnego 1 ≤ k ≤ n−1. Je±li T speªnia warunek
Hecke: T 2 = (q2−1)T+q2I dla pewnego 0 ≤ g ≤ 1 oraz warunki Yanga-Baxtera TkTk+1Tk = Tk+1TkTk+1

dla k ∈ N i TkTj = TjTk je±li |k−j| ≥ 2, to przy jego pomocy mo»na zde�niowa¢ zdeformowane operatory

symetryzacji P Tn na wolnej przestrzeni Focka. Te operatory pozwalaj¡ zde�niowa¢ now¡ struktur¦ (iloczyn
skalarny) zdeformowanej przestrzeni Focka oraz odpowiednie (T -zdeformowane) opertory kreacji a+T (f) i
anihilacji aT (f) przez wektory f ∈ H. Relacje komutacji dla tych operatorów s¡ zdeformowanymi kano-
nicznymi relacjami komutacji. Operatory gT (f) = a+T (f) + aT (f) s¡ gaussowskie, a je±li H = L2(R, dµ)
to dla t > 0 operatory gT (ft), gdzie ft := χ[0,t] jest funkcja charakterystyczn¡ (indykatorem) przedziaªu
[0, t], de�niuj¡ ruch Browna. Takie konstrukcje i badanie ich wªasno±ci s¡ gªównym tematem projektu.

Ponadto w Projekcie chcemy bada¢ deformacje operatorów A 7→ W (A) takie aby rozkªad W (A) byª
znan¡ transformat¡ rozkªadu A, tak¡ jak t-transformata czy U -transformata. Dla takich deformacji
zbadamy ich wpªyw na zachowanie si¦ spektrów operatorów (warto±ci wªasnych macierzy). B¦dziemy
tak»e bada¢ modele mieszanych niezale»no±ci w nieprzemiennej probabilistyce (boolowsko-monotonicznej,
boolowsko-wolnej, klasyczno-wolnej), odpowiednie twierdzenia graniczne (centralne czy Poissona) i zwi¡-
zane z nimi kombinatoryczne wªasno±ci partycji oraz geometryczne wªasno±ci sto»ków dodatnich zwi¡za-
nych z tymi niezale»no±ciami, a tak»e odpowiadaj¡ce im nieprzemienne procesy stochastyczne (gaussow-
skie czy ogólniej Lévy'ego).

Tematyka badawcza podejmowana w projekcie nale»y do gªównych ±wiatowych nurtów bada« w nieprze-
miennej probabilistyce, w szczególno±ci niezwykle wa»ne b¦d¡ konstrukcje ró»nych modeli nieprzemien-
nych procesów stochastycznych i badania algebr von Neumanna zwi¡zanych z tymi procesami. Powinny
dostarczy¢ nowych przykªadów faktorów typu III, jak równie» mog¡ mie¢ zwi¡zek ze sªynnym problemem
Kadisona izomor�zmu faktorów grup wolnych dla ró»nej liczby wolnych generatorów, a tak»e pokaza¢ nowe
zjawiska i da¢ nowe impulsy do bada« deformacji operatorowych oraz nowych modeli nieprzemiennych
niezale»no±ci.
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