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JADRA CIEPLA DLA OPERATORA BESSELA

POPULARNONAUKOWY OPIS BADAN PROWADZONYCH W RAMACH
ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

W otaczajacej nas rzeczywistosci nieustannie spotykamy si¢ ze zjawiskiem przewodnictwa ciepta
przez roézne obiekty. Typowymi przyktadami z zycia codziennego sa tutaj tyzeczka nagrzewajaca sie
po wlozeniu do kubka goracej herbaty czy tez metalowy pret do ktérego przytozono palnik. Naturalnie
nasuwa si¢ tutaj pytanie: jak zmienia si¢ temperatura T'(x,t) danego obiektu w zaleznosci od miejsca
x na tym obiekcie oraz uptywajacego czasu t?

Matematyczna probe odpowiedzi na tak postawiony problem stanowi réwnanie ciepta. Jest to przy-
ktad réwnania rézniczkowego czastkowego. Oznacza to, ze w jego zapisie stosuje sie pochodne badanej
funkcji temperatury i to zaréwno wzgledem zmiennej przestrzennej jak i czasowej. Tym samym opisu-
jemy zmiany temperatury ciata zaré6wno w czasie jak i przestrzeni. Najprostszy model oparty jest na
wspomnianym we wstepie jednowymiarowym (tzn. dtugim i cienkim, o stalym przekroju poprzecznym)
precie wykonanym z jednorodnego materiatu:
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Tutaj k jest wspotczynnikiem przewodnictwa ciepla, ¢ jest cieptem wlasciwym, natomiast p oznacza
gestosé tego materialu. Rozwigzanie ogélne tego rownania wyraza sie poprzez funkcje wykladnicza
wzorem T(x,t) = B(4mat)~ /2 exp (—22/(4at)), gdzie a = +5» hatomiast (3 jest dowolng stala. Je-
$li zazadamy teraz np. aby pret mial na jednym ze swoich koncow okreslong temperature (warunek
brzegowy Dirichleta), to bedziemy mogli wyznaczy¢ wartos¢ . Tym samym otrzymamy tylko jedna,
konkretna funkcje opisujaca rozchodzenie si¢ ciepta w takim precie. Takie réwnanie z warunkiem brze-
gowym Dirichleta nazywamy wowczas zagadnieniem Dirichleta dla réwnania ciepta.

Niestety taki model zawiera wiele uproszczen, co zmusza nas do szukania i rozwiazywania znacznie
bardziej skomplikowanych réwnan. Z matematycznego punktu widzenia odpowiada to badaniu rozwia-
zan zagadnien Dirichleta dla réwnan ciepta z operatorem drugiego rzedu. Gléwnym celem przygotowy-
wanej rozprawy doktorskiej bedzie zatem analiza réwnania ciepta dla pewnej klasy takich operatoréw.
W tym konkretnym przypadku beda to operatory rézniczkowe Bessela. Interesowaé nas beda rozwiaza-
nia (czyli tytutowe jadra ciepta) na polprostych, z dodatkowym warunkiem na ich brzegu. Tam gdzie
to tylko mozliwe postaramy sie podaé¢ dokladng postaé¢ takich rozwigzan. W ogélnosci jest to bardzo
trudne zadanie. W zwigzku z tym skupimy sie na uzyskaniu precyzyjnych oszacowan dla tych funkc;ji.

W istocie zjawisko przewodnictwa ciepta jest typowym przyktadem dyfuzji, czyli samorzutnego
rozprzestrzeniania sie czasteczek w sposéb chaotyczny. Takie procesy maja charakter losowy i mozna
opisywacé je za pomocy tzw. proceséw stochastycznych. W przypadku réwnania przewodnictwa ciepta
dla operatora Bessela taka role odgrywa proces Bessela. Zbadamy pewna wazna podklase tych procesoéw
a mianowicie tzw. (zabite) mosty Bessela. Bedziemy studiowaé funkcje (gestosci prawdopodobieristw
przejscia) opisujace prawdopodobienstwo przejscia czasteczki w danym czasie z jednego stanu w drugi.
Podamy doktadne oszacowania dla takich gestosci. W tym miejscu zaznaczmy, ze procesy i mosty Bes-
sela sa obecnie coraz czeSciej wykorzystywane w réoznych modelach matematyki finansowej m.in przy
wycenie opcji azjatyckich. Dzigki temu wyniki naszych badan powinny by¢ interesujace réwniez dla
naukowcow z takich dziedzin jak np. ekonomia czy tez finanse.

W ostatnim etapie naszych badan postaramy sie wykorzystaé¢ otrzymane wczesniej wyniki do ba-
dania teorii potencjatu. Teoria ta wywodzi sie z rozwazan fizycznych dotyczacych m.in pola elektro-
statycznego oraz pola grawitacyjnego. Nas interesowaé beda jej podstawowe obiekty (potencjaly oraz
funkcje Greena) na obszarach w przestrzeniach hiperbolicznych. Podobnie jak w przypadku jader ciepta
naszym celem bedzie podanie jawnych formut oraz doktadnych oszacowan dla tych obiektow. Z uwagi
na interesujaca geometrie (np. suma katow w trojkacie jest mniejsza niz 180°) przestrzenie hiperbolicz-
nej sg wdziecznym obiektem badan zaréwno fizykow jak i matematykéw m.in pojawiaja sie w stynnej
Ogolnej teorii wzglednosci Alberta Einsteina.



