
POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Celem projektu jest prowadzenie bada« w topologii stosowanej, które s¡ zarówno kontynuacj¡ bada« poprzednio

prowadzonych, jak i zawieraj¡ caªkowicie nowe kierunki. Dokªadniej planuje si¦ w nich cztery podstawowe cz¦±ci,

w nakªadzie czasowym odpowiadaj¡cym podanej kolejno±ci.

Pierwsza grupa to zagadnienia zwi¡zane z twierdzeniem Bourgina�Yanga (dla ró»nych grup symetrii), czyli

bardziej wysublimowanej wersji twierdzenia Borsuka�Ulama. To drugie (w wersji klasycznej) mówi, »e nie ma

ci¡gªego odwzorowania sfer f : S(Rn)→ S(Rm) speªniaj¡cego f(−x) = −f(x) o ile n > m. Natomiast twierdzenie

Bourgina�Yanga (równie» w klasycznej wersji) stwierdza, »e je±li f : S(Rn)→ Rm jest odwzorowaniem speªniaj¡-

cym f(−x) = −f(x), to dim f−1(0) ≥ n −m − 1. W szczególno±ci, je±li n > m to wymiar tego zbioru jest ≥ 0,

a wi¦c jest to zbiór niepusty, a st¡d otrzymujemy tez¦ tw. Borsuka�Ulama.

Twierdzenie Borsuka�Ulama ma wiele zastosowa« b¦d¡c podstawowym narz¦dziem do dowodów twierdze«

o równym podziale, zarówno w wersji dyskretnej (problem �naszyjnika�, czyli podziaªu rozpi¦tego naszyjnika na

cz¦±ci o tej samej liczbie koralików danego rodzaju przy pomocy mo»liwie najmniejszej liczby ci¦¢), czy te» ci¡gªej

(problem �kanapki�, podziaªu kanapki skªadaj¡cej si¦ z buªki, szynki i sera na cz¦±ci o równej wadze). O ile

twierdzenie Borsuka�Ulama zapewnia istnienie takiego podziaªu, to twierdzenia typu Bourgina�Yanga daj¡ infor-

macj¦, »e zbiór mo»liwych podziaªów jest zbiorem coraz to wi¦kszego wymiaru w zale»no±ci od ró»nicy n−m− 1.

Np. je±li kanapka w R3 ma dwa skªadniki, to zbiór ten ma wymiar jeden. Oczywi±cie je±li dopu±ci¢ bardziej

skomplikowane grupy symetrii ni» Z2 = {Id,−Id}, a dziedzina i przeciwdziedzina funkcji f s¡ bardziej zªo»one, to

sytuacja matematycznie si¦ bardzo komplikuje, zarówno dla zagadnienia Borsuka�Ulama jak i Bourgina�Yanga,

a jednak wiele sytuacji kombinatorycznych wymaga takiej ogólno±ci. Szeroka dyskusja zarówno ogólno±ci jak

i zastosowa« twierdzenia Bourgina�Yanga, w tym zakresu stosowania twierdzenia Borsuka�Ulama (warunki na G,

dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ funkcji f) b¦dzie celem pierwszej cz¦±ci projektu. Ma ona równie» zastosowania poza

matematyk¡, np. w teorii gier � równowagi rynkowej.

Druga grupa tematyczna, to badanie zªo»ono±ci topologicznej przestrzeni X o sko«czonej liczbie symetrii.

Teoria zªo»ono±ci topologicznej, zde�niowana na pocz¡tku obecnego stulecia, jest jednym z najpr¦»niej rozwijaj¡-

cych si¦ dziaªów topologii stosowanej. Heurystycznie rzecz ujmuj¡c, je±li przestrze« wszystkich mo»liwych poªo»e«

ukªadu mechanicznego (robota) okre±la si¦ za pomoc¡ przestrzeni X o zªo»no±ci topologicznej równej n, to takiemu

robotowi nale»y wyda¢ co najmniej n instrukcji, aby mógª przemieszcza¢ si¦ autonomicznie (bez kontroli czªowieka)

bez gro¹by zawieszenia jego systemu operacyjnego. Okazuje si¦, »e t¦ liczb¦ mo»na okre±li¢ bardzo precyzyjnie

w j¦zyku teorii homotopii, zliczaj¡c ci¡gªe cz¦±ciowe ci¦cia rozwªóknienia dróg PX → X ×X. W przypadku gdy

X ma sko«czon¡ grup¦ symetrii (precyzyjnie: na X dziaªa grupa sko«czona), mo»na ró»nie de�niowa¢ �zªo»ono±¢

topologiczn¡ z symetri¡�, w zale»no±ci od tego jak interpretujemy model robota topologicznego. Prowadzi to do

ró»nych de�nicji (w tej chwili znamy ju» cztery, z których dwie zostaªy wprowadzone w pracach wykonawców).

Badanie tych poj¦¢, porównanie ich wªasno±ci, zwi¡zków z teori¡ dziaªa«, a by¢ mo»e okre±lenie jeszcze innej

de�nicji jest drugim celem naszego projektu. Bardziej szczegóªowym jest podanie de�nicji i konstrukcji grafu

Reeba gªadkiej funkcji niezmienniczej na rozmaito±ci z dziaªaniem sko«czonej grupy G.

Trzecia grupa tematyczna zakªada okre±lenie oraz badanie tego co roboczo nazywamy �linearyzacj¡� homomor-

�zmu φ grup i, kolejno, spektrum tego odwzorowania liniowego. Taka konstrukcja znana jest dla homomor�zmów

beztorsyjnych grup nilpotentnych i ich sko«czonych rozszerze« � jako linearyzacj¦ otrzymujemy macierz caªko-

witoliczbow¡ sko«czonego rozmiaru. Wydaje si¦, »e analogiczne poj¦cie mo»na zde�niowa¢ dla znacznie szerszej

klasy grup zwanych rezidualnie nilpotentnymi, w efekcie uzyskuj¡c niesko«czony produkt macierzy sko«czonych

rozmiarów. Cho¢ w tym wypadku nie wida¢ bezporednio interpretacji topologicznych tego poj¦cia jak w przypadku

grup nilpotentnych, to mo»e powsta¢ niezmiennik w geometrycznej teorii grup przyporz¡dkowuj¡cy homomor�z-

mowi (czyli obiektowi skomplikowanemu) obiekt prostszy (macierz caªkowitoliczbow¡). Badanie wªasno±ci tego

niezmiennika, cho¢ w tej chwili o maªo precyzyjnie okre±lonej metodologii, wydaje si¦ by¢ warte podj¦cia trudu.

Ostatni cel to badanie podprzestrzeni przestrzeni funkcyjnych, które mo»na zde�niowa¢ dzi¦ki dziaªaniu grupy

O(N) w dziedzinie funkcji, a których elementy maj¡ okre±lone wªasno±ci geometryczne, np. zmieniaj¡ znak i maj¡

zbiór zer zawieraj¡cy sum¦ hiperpªaszczyzn. W zwi¡zku z tym rozwi¡zania problemów wariacyjnych z O(N)-

symetri¡ znalezione w tych podprzestrzeniach maj¡ te» te wªasno±ci. Opis konstrukcji i ilo±ci (w zale»no±ci od N)

wzajemnie prostopadªych przestrzeni tego typu daje automatycznie informacje o ilo±ci rozª¡cznych serii rozwi¡za«

o wspomnianych wªasno±ciach.
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