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POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Celem projektu jest prowadzenie badan w topologii stosowanej, ktore sg zaréwno kontynuacjg badan poprzednio
prowadzonych, jak i zawieraja catkowicie nowe kierunki. Dokladniej planuje sie w nich cztery podstawowe czesci,
w naktadzie czasowym odpowiadajacym podanej kolejnosci.

Pierwsza grupa to zagadnienia zwiazane z twierdzeniem Bourgina—Yanga (dla réznych grup symetrii), czyli
bardziej wysublimowanej wersji twierdzenia Borsuka—Ulama. To drugie (w wersji klasycznej) mowi, ze nie ma
ciaglego odwzorowania sfer f: S(R™) — S(R™) speiajacego f(—z) = —f(x) o ile n > m. Natomiast twierdzenie
Bourgina—Yanga (réwniez w klasycznej wersji) stwierdza, ze jesli f: S(R™) — R™ jest odwzorowaniem spetniaja-
cym f(—z) = —f(x), to dim f~1(0) > n —m — 1. W szczegdlnodci, jesli n > m to wymiar tego zbioru jest > 0,
a wiec jest to zbior niepusty, a stad otrzymujemy teze tw. Borsuka—Ulama.

Twierdzenie Borsuka—Ulama ma wiele zastosowarli bedac podstawowym narzedziem do dowodéw twierdzen
o rownym podziale, zaréwno w wersji dyskretnej (problem “naszyjnika”, czyli podziatu rozpietego naszyjnika na
czescl o tej samej liczbie koralikow danego rodzaju przy pomocy mozliwie najmniejszej liczby cieé), czy tez ciagtej
(problem ‘“kanapki”, podziatlu kanapki sktadajacej sie z bulki, szynki i sera na czesci o rownej wadze). O ile
twierdzenie Borsuka—Ulama zapewnia istnienie takiego podziatlu, to twierdzenia typu Bourgina—Yanga daja infor-
macje, ze zbiér mozliwych podziatéw jest zbiorem coraz to wiekszego wymiaru w zaleznosci od réznicy n —m — 1.
Np. jesli kanapka w R3 ma dwa skladniki, to zbiér ten ma wymiar jeden. Oczywiscie jesli dopusci¢ bardziej
skomplikowane grupy symetrii niz Z, = {Id, —Id}, a dziedzina i przeciwdziedzina funkcji f sa bardziej ztozone, to
sytuacja matematycznie sie bardzo komplikuje, zaré6wno dla zagadnienia Borsuka—Ulama jak i Bourgina—Yanga,
a jednak wiele sytuacji kombinatorycznych wymaga takiej ogolnosci. Szeroka dyskusja zaréwno ogoélnosci jak
i zastosowan twierdzenia Bourgina—Yanga, w tym zakresu stosowania twierdzenia Borsuka—Ulama (warunki na G,
dziedzing i przeciwdziedzing funkcji f) bedzie celem pierwszej czesci projektu. Ma ona rowniez zastosowania poza
matematyka, np. w teorii gier — réwnowagi rynkowej.

Druga grupa tematyczna, to badanie zlozonosci topologicznej przestrzeni X o skoriczonej liczbie symetrii.
Teoria ztozonosci topologicznej, zdefiniowana na poczatku obecnego stulecia, jest jednym z najprezniej rozwijaja-
cych sie dzialow topologii stosowanej. Heurystycznie rzecz ujmujac, jesli przestrzen wszystkich mozliwych polozen
uktadu mechanicznego (robota) okresla sie za pomoca przestrzeni X o zloznosci topologicznej rownej n, to takiemu
robotowi nalezy wyda¢ co najmniej n instrukcji, aby mogt przemieszczac sie autonomicznie (bez kontroli cztowieka)
bez grozby zawieszenia jego systemu operacyjnego. Okazuje sie, ze te liczbe mozna okresli¢ bardzo precyzyjnie
w jezyku teorii homotopii, zliczajac ciagle czedciowe ciecia rozwldknienia drég PX — X x X. W przypadku gdy
X ma skoriczong grupe symetrii (precyzyjnie: na X dziala grupa skonczona), mozna réznie definiowaé “ztozonosé
topologiczng z symetria”’, w zaleznosci od tego jak interpretujemy model robota topologicznego. Prowadzi to do
roznych definicji (w tej chwili znamy juz cztery, z ktorych dwie zostaly wprowadzone w pracach wykonawcow).
Badanie tych poje¢, poréwnanie ich wtasnosci, zwiazkéw z teorig dziatan, a by¢ moze okreslenie jeszcze innej
definicji jest drugim celem naszego projektu. Bardziej szczegélowym jest podanie definicji i konstrukcji grafu
Reeba gtadkiej funkcji niezmienniczej na rozmaitosci z dziataniem skoriczonej grupy G.

Trzecia grupa tematyczna zaktada okreslenie oraz badanie tego co roboczo nazywamy “linearyzacja”’ homomor-
fizmu ¢ grup i, kolejno, spektrum tego odwzorowania liniowego. Taka konstrukcja znana jest dla homomorfizmow
beztorsyjnych grup nilpotentnych i ich skoniczonych rozszerzen — jako linearyzacje otrzymujemy macierz catko-
witoliczbowg, skoriczonego rozmiaru. Wydaje sie, ze analogiczne pojecie mozna zdefiniowa¢ dla znacznie szerszej
klasy grup zwanych rezidualnie nilpotentnymi, w efekcie uzyskujac nieskoiiczony produkt macierzy skoriczonych
rozmiaréw. Cho¢ w tym wypadku nie widaé¢ bezporednio interpretacji topologicznych tego pojecia jak w przypadku
grup nilpotentnych, to moze powsta¢ niezmiennik w geometrycznej teorii grup przyporzadkowujacy homomorfiz-
mowi (czyli obiektowi skomplikowanemu) obiekt prostszy (macierz catkowitoliczbowa). Badanie wtasnosci tego
niezmiennika, cho¢ w tej chwili o malo precyzyjnie okreslonej metodologii, wydaje sie by¢ warte podjecia trudu.

Ostatni cel to badanie podprzestrzeni przestrzeni funkcyjnych, ktére mozna zdefiniowaé¢ dzieki dziataniu grupy
O(N) w dziedzinie funkcji, a ktorych elementy maja okreslone wlasnosci geometryczne, np. zmieniaja znak i maja
zbiér zer zawierajacy sume hiperptaszczyzn. W zwiazku z tym rozwigzania probleméw wariacyjnych z O(N)-
symetrig znalezione w tych podprzestrzeniach maja tez te wtasnosci. Opis konstrukeji i ilosci (w zaleznosci od N)
wzajemnie prostopadlych przestrzeni tego typu daje automatycznie informacje o ilosci roztacznych serii rozwigzan
o wspomnianych wtasnosciach.



