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Ergodyczne i topologiczne wtasnosci uktadéw dynamicznych z uogélniong specyfikacja

Uktad dynamiczny to matematyczny model zjawiska zmieniajacego si¢ w czasie. Jest to para (X, T),
gdzie X jest zwartg przestrzenig topologiczna a T': X — X ciaglym odwzorowaniem zadajacym dy-
namike w tym modelu. Miare niezmiennicza p nazywamy ergodyczna, jesli kazdy poduktad danego
uktadu ma g-miare rowng 0 lub 1. Oznacza to, ze dynamka uktadu jest nierozktadalna z punktu widze-
nia takiej miary. Entropia topologiczna jest miara skomplikowania dynamiki uktadu. Entropia miarowa
bada, jak ztozone jest zachowanie odwzorowania wzgledem danej miary. Zasada wariacyjna méwi, ze
entropia topologiczna odwzorowania to supremum z entropii miarowych miar ergodycznych. Jesli czesé
przestrzeni, na ktérej dynamika jest ciekawa ma duza p-miare, to entropia miarowa odwzorowania T
jest bliska entropii topologicznej tego odwzorowania.

Rodzina miar niezmienniczych ma strukture sympleksu Choqueta (czyli pewnego uogdlnienia tréj-
kata na dowolny — byé moze nieskoniczony — wymiar). Punktami ekstremalnymi (czyli — w pewnym
sensie — wierzcholtkami) w takim sympleksie sa miary ergodyczne. Czasami zdarza sie, ze miary
te sa geste w sympleksie miar niezmienniczych. Jest to sprzeczne ze skonczenie wymiarowa intuicja
i wyznacza strukture takiego sympleksu prawie jednoznacznie — jedynym nietrywialnym sympleksem
o tej wlasnosci jest tak zwany sympleks Poulsena. Obiekt ten ma wiele innych, zaskakujacych cech.

Orbitg punktu nazywamy ciag wszystkich miejsc w przestrzeni, ktore zostana przez niego odwiedzo-
ne w skonczonym czasie. Wyobrazmy sobie, ze dla dowolnej krotki punktéw (x1, ..., x,), ktéra spelnia
pewne techniczne zalozenia, jesteSmy w stanie znalez¢é punkt, ktéry przez pewien czas zachowuje sie
podobnie jak z1 , nastepnie ,przetacza sie” i zaczyna $ledzi¢ x9 , itd., az do z, . Taka zdolnoéé¢ do
klejenia kawalkéw orbit nosi nazwe wogdlnionej specyfikacji i zwykle wystarcza, aby udowodnié, ze
sympleks miar niezmienniczych danego uktadu jest jednopunktowy lub jest sympleksem Poulsena.

Katok postawil nastepujace pytanie: Co trzeba zatozycé o uktadzie dynamicznym, aby zasada waria-
cyjna byla jedyng przeszkodq na istnienie miary ergodycznej o danej entropii? Innymi stowy, chcemy
znalez¢ mozliwie szeroka klase modeli o tej wlasnodci, ze dla kazdej nieujemnej liczby rzeczywistej
t mniejszej od entropii topologicznej bedziemy w stanie wskaza¢ miare ergodyczna, ktérej entropia
miarowa wynosi t. Katok podejrzewa, ze jest to prawda dla wszystkich ukladéw gltadkich. Prawdzi-
wo$¢ tej hipotezy zostala wykazana dla pewnej klasy uktadéw a w dowodzie wykorzystano uogdlniona
specyfikacje.

Wtasnosé entropijne; gestosci miar ergodycznych oznacza, ze dla kazdej miary niezmienniczej jeste-
$my w stanie znalez¢ ciag miar ergodycznych, ktory przybliza te miare dowolnie dobrze i jednoczesnie
entropia tej miary jest aproksymowana przez entropie miar nalezacych do tego ciagu. Pfister i Sullivan
udowodnili, ze jesli uklad ma pewna wlasno$é w typie specyfikacji (tzw. prawie specyfikacje), to miary
ergodyczne sa entropijnie geste. Jest to Scisle powigzane z problem Katoka. Gesto$é miar ergodycznych
jest jedna z wielu ciekawych konsekwencji uogdlnionej specyfikacji.

Realizujac projekt chcialabym skupié sie na nastepujacych zagadnieniach:

1. Rozwijaniu teorii uktadéw dynamicznych z wlasnodciami w typie specyfikacji — poszukiwaniu
nowych wlasnosci, ktére wystepuja w ukltadach gladkich i dzialaniach Z¢ oraz sprawdzaniu jakie
maja konsekwencje dla dynamiki uktadu, ktéry je posiada.

2. Poszukiwaniu nowych przyktadéw, ktore ilustrowalyby ograniczenia istniejacej teorii. Znamy wiele
przyktadéw fenomendéw, ktére zachodza w dynamice symbolicznej, ale ciggle niewiele wiadomo o
istnieniu gtadkich modeli o podobnych wlasnosciach (jest to tak zwany problem gladkich realizacyi).
Konstrukcja gladkiego i cisle ergodycznego (czyli takiego, ktéry dopuszcza istnienie dokladnie
jednej miary ergodycznej) ukladu o dodatniej entropii pozwolitaby na negatywne rozstrzygniecie
problemu Katoka.

Oprécz wyzej wymienionych zagadnien chcialabym sie zajaé¢ réwniez prébg odpowiedzi na inne
problemy otwarte, $cisle powiazane z tematem projektu.



