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Jedng z najbardziej fundamentalnych zasad matematyki, pochodzaca juz z kartezjuszowskiej La Géométrie z
1637 roku, jest rOwnowaznos¢ miedzy geometrig i algebrg. Obiekty geometryczne moga by¢ badane za
pomoca narzedzi algebraicznych, a algebry moga by¢ analizowane przez myslenie o nich geometrycznie.
Geometria nieprzemienna jest badaniem geometrii algebr, ktére sg nieprzemienne. Daleka od prostego
uogdlnienia konwencjonalnej geometrii, geometria nieprzemienna jest faktycznie wymuszona na nas przez
podstawowe zasady mechaniki kwantowej, ktére wymagaja, by obserwowalne wielkosci fizyczne
odpowiadaly nieprzemiennym operatorom na przestrzeni Hilberta. Istnieje kilka dziedzin geometrii
nieprzemiennej, kazda z wlasnymi metodami badawczymi. Jedng z takich podstawowych dziedzin jest teoria
homologii cyklicznych, na ktorej koncentruje si¢ ten projekt.

Badanie przestrzeni i struktur na nich (jak wigzki wektorowe, czy metryki mierzace odlegtosci) jest jednym z
gtownych celow wspodlczesnej matematyki i1 fizyki matematycznej. Klasyfikacja tych struktur uzyskiwana
jest zwykle przez obliczanie niezmiennikow: sa one tak skonstruowane, iz odr6zniajg nierownowazne
struktury. Z punktu widzenia klasyfikacji sa one wrecz niezbedne, ale trudne do obliczenia. Z tego powodu,
nowe metody i nowe techniki sa pozadane i konieczne. Jeden z gldownych sposobdw postepowania opiera sig¢
tu na symetriach, ktore byly zawsze podstawowym narzedziem w rozwigzywaniu probleméw, zaréwno z
matematyki jak i fizyki. W badaniach przestrzeni kwantowych powstaja nowe rodzaje symetrii, ktore stuza
jako kluczowy element porzadkujacy teorii, pozwalajac na poradzenie sobie w bardzo skomplikowanych
sytuacjach. Takie rozwazania doprowadzity Connesa i1 Moscoviciego do odkrycia nowego i
nieoczekiwanego typu cyklicznego homologii, znanego jako homologie Hopf-cykliczne.

Ze wzgledu na jego bogata strukture algebraiczna, homologie Hopf-cykliczne ze wspotczynnikami szybko
staly si¢ nowa galezig badan. Pojawienie si¢ homologii cyklicznych z ogoélnymi wspotczynnikami byto
oczekiwane praktycznie od poczatkow badan na homologia cykliczng. Wersja periodyczna homologii
cyklicznych jest nieprzemiennym uogolnieniem homologii de Rhama, jednak operatory w naturalny sposob
pojawiajace si¢ w geometrii wymagaja ,,skrecenia” poprzez iloczyn tensorowy z modutem cigé nietrywialnej
ptaskiej wigzki wektorowej. W zwigzku z tym brak wspotczynnikéow zdolnych do odgrywania roli takiej
wiazki byl powazna wada teorii cyklicznej. Mamy nadzieje, ze do§wiadczenie zdobyte przez studiowanie
homologii Hopf-cyklicznych ze wspdlczynnikami doprowadzi do rozwigzania tego fundamentalnego
problemu w geometrii nieprzemienne;.

Algebry Hopfa sg algebraiczng podstawa grup kwantowych i maja kluczowe znaczenie w badaniu rozszerzen
typu Galois nieprzemiennych algebr. Algebry Hopfa pojawiaja si¢ jako kwantowe grupy Galois dla
niektorych rozszerzen ciat. Teoria rozszerzen Hopf-Galois zapewnia jednolite algebraiczne ujecie klasycznej
teorii Galois 1 wigzek glownych. Mozemy wtedy mysle¢ o takim rozszerzeniu algebry niezmiennikoéw
kodziatania do definiujacej ja algebry komodutowej, jako funktora z kategorii skoficzenie wymiarowych
koreprezentacji kodzialajagcej algebry Hopfa, do kategorii skonczenie generowanych modutow
projektywnych. Poniewaz jest to kluczowa cecha klasycznych wiazek glownych, nazywamy takie
kodziatanie gfownym. W duchu klasycznej geometrii rézniczkowej, badamy kodziatania gtéwne poprzez K-
teoric stowarzyszonych moduléw za pomocg charakteru Cherna-Galois i homologii cyklicznych.

Cykliczna homologia i kohomologia jest bez watpienia jednym z najbardziej ciekawych odkry¢
wspolczesnej matematyki. Zapoczatkowana przez pionierskie badania Connesa, odkryta niezaleznie przez
Tsygana, a nastgpnie usystematyzowana i przeksztatcona w petng teori¢ w pracach Cuntza, Loday, Quillena i
Wodzickiego, homologia cykliczna ma mndstwo form i zastosowan w roznych dziatach matematyki. Wsrod
nowych i obiecujagcych zastosowan sa obliczenia wykorzystujace kluczowe pojecie algebry drog.

Gléwnym celem badan tego projektu jest stworzenie bardzo ogoélnego, ale tez i konkretnego modelu
homologii cyklicznych. Nowy model cykliczny powinien stosowa¢ si¢ do algebr bez jedynki, symetrii
opisywanych za pomocg mnoznikowych algebr Hopfa oraz dla topologicznie zupelnych wspoétczynnikow.
Realizacja naszych celow stanowilaby znaczacy postep w jednej z najbardziej zywotnych i szeroko
stosowanych nowoczesnych teorii matematycznych.



