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Geometria duzej skali albo, inaczej, geometria zgrubna zajmuje si¢ badaniem obiektéw (zwykle nieskon-
czonych), obserwowanych z daleka. Z tej perspektywy koto wyglada jak punkt. Co wigcej, widziane z oddali
liczby naturalne 0,1,2,3,... na osi liczbowej, wydaja si¢ leze¢ bardzo blisko siebie i niemal zlewaé w p6tprosta
liczb dodatnich.

Matematycy badaja rézne pojecia liczb. Najbardziej sztywne z nich nazywaja cialami, przyktadem sa
np. wszystkie liczby rzeczywiste — mozna je dodawac, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢. Liczby catkowite, tzn.
..—2,—1,0,1,2,... mozna dodawaé, odejmowac i mnozy¢, ale nie zawsze dzieli¢, np. 5 nie jest podzielne
przez 2. Inny przyktad tego typu, omawiany na kazdym kursie matematyki na studiach wyzszych, to macierze.
Takie struktury nazywamy pierscieniami.

Punkty lub wektory na ptaszczyZnie mozemy dodawac i odejmowaé, ale nie mozemy ich mnozy¢ ani dzieli¢
(tych, ktérzy styszeli o liczbach zespolonych, odsytam do przypadku punktéw w przestrzeni S-wymiarowej).
Taka strukturg nazywamy grupa. Grupy sa wszechobecne w matematyce — kazdy pierScien czy cialo skrywaja
w sobie dwie grupy, tzw. grupe addytywna oraz grupg elementéw odwracalnych. W szczeg6lnos$ci macierze
odwracalne tworza bardzo wazna grupe. Réwniez obroty i symetrie ptaszczyzny, a nawet przestrzeni tréjwy-
miarowej tworza grupe, ktéra, nawiasem méwiac, daje si¢ opisac jako podgrupa grupy macierzy.

Szalenie waznymi obiektami w matematyce i jej zastosowaniach w ekonomii czy fizyce sa rozmaitosci,
czyli takie przestrzenie, ktére z bliska wygladaja jak ptaszczyzna (lub wyzej wymiarowa przestrzen Eukli-
desowa). Najprostszym takim obiektem jest sfera (powierzchnia kuli), ktéra z bliska tak bardzo przypomina
ptaszczyzng, ze ludzkosci zajeto chwile us§wiadomienie sobie, ze Ziemia nie jest plaska. Nieco bardziej skom-
plikowanym przykladem jest dgtka rowerowa.

Podstawowym niezmiennikiem uzywanym w badaniu rozmaitosci jest jej grupa podstawowa — grupa,
ktéra sktada si¢ z petelek rysowanych na rozmaitosci. Takie petelki, o ile stykaja sig¢, mozemy dodaé (otrzy-
mamy co$, co bedzie wygladac jak 6semka, ale to tylko trochg bardziej skomplikowany rodzaj petelki).

Okazuje sig, ze taka grupe mozna opisa¢ w zupelnie kombinatoryczny sposéb za pomoca (zwykle nieskofi-
czonego) grafu, tzn. zbioru wierzchotkéw (punktéw) potaczonych krawedziami (kreskami). Kazdy wierzcho-
ek tego grafu reprezentuje element grupy, czyli petelke na rozmaitoSci. Dwa takie wierzchotki taczymy kra-
wedzia, gdy jedna z petelek mozna otrzymac z drugiej przez dorysowanie do niej jednej z kilku podstawowych
petelek.

Na przyktad petelki narysowane na okregu (lub na pierScieniu) mozemy utozsamic z liczbami catkowi-
tymi, tzn. petelka obiegajaca okrag dwukrotnie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara odpowiada liczbie 2, za$
petelka obiegajaca okrag siedem razy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara odpowiada liczbie —7. W roz-
wazanym grafie kazde dwie sasiednie liczby sa potaczone krawedzia, bo kiedy petelke obiegajaca okrag 5 razy
przedtuzymy o petelke obiegajaca okrag jeden raz, uzyskamy petelke obiegajaca okrag 6 razy.

Opisane powyzej grafy (zwane grafami Cayleya) grup podstawowych jako obiekty kombinatoryczne sa
fatwiejsze w badaniu niz rozmaitoSci, od ktérych pochodza. Jednym ze sposobéw badania tych graféw jest
wtasnie geometria duzej skali. Pozwala ona, patrzac na graf (z duzej odlegtosci), wyciaga¢ gtebokie wnioski
na temat rozmaitosci (zdefiniowanych lokalnie, jako obiekty wygladajace jak ptaszczyzna).

Okazuje si¢ jednak, ze patrzac z daleka na graf grupy, mozemy przegapi¢ niektére wazne informacje.
Remedium jest badanie (réwniez patrzac z oddali) ciagu skoficzonych graféw, ktdre sa coraz wigksze i coraz
bardziej przypominajg ten wyjSciowy — takie grafy nazywamy pudetkami.

Stosowalno$¢ teorii zwiazanej z pudetkami jest jednak ograniczona, gdyz nie zawsze jesteSmy w stanie
znale7¢ odpowiednie skonczone grafy przypominajace nieskonczony graf. W tej sytuacji mozemy uciec si¢ do
podobnej ale bardziej wyszukanej konstrukcji, tzw. konstrukcji skreconego stozka. Stozek taki, inaczej niz na
lekcji matematyki, nie ma podstawy, lecz ciagnie si¢ w nieskoriczonos¢.

Stozki, réwniez te skrecone, rozszerzaja si¢ w miarg oddalania od ich wierzchotka. Gdyby$my odsungli
si¢ nieskoniczenie daleko, zobaczyliby§my wewnatrz stozka mrowie graféw Cayleya grupy, od ktdrej pochodzi,
a niekiedy réwniez mrowie pudetek. Badanie takich stozkéw i ich zwiazkéw z grupami, od ktérych pochodza,
a w dalszej kolejnosci z rozmaito$ciami, jest przedmiotem niniejszego projektu badawczego.

Rozwazane zagadnienia, to na przyktad pytanie o to, czy taki stozek daje si¢ umiesSci¢ w nieskorniczenie
wymiarowej przestrzeni, tzw. przestrzeni Hilberta tak, aby nadmiernie go nie zdeformowacd (gdzie stopien
deformacji oceniamy z oddali, ignorujac lokalne odksztatcenia) i jakie ma to konsekwencje dla grupy, od ktére;j
stozek pochodzi, oraz dla wyjSciowej rozmaitoSci. Zastanawiamy si¢ tez, jaki jest zwiazek stozkow, ktére nie
spetniajg takiego warunku, z niezawodnymi sieciami telekomunikacyjnymi.



