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Popularnonaukowe streszczenie projektu badawczego

Z punktu widzenia zastosowan w fizyce, statystyce czy ekonomii, zmienne gaussowskie, czyli ta-
kie, ktorych gestosé jest krzywa dzwonowa Gaussa, sa niezwykle przydatne. Zazwyczaj bada si¢ nie
jedna, ale wiele probek o rozktadzie gaussowskim. Taki ciag n zmiennych gaussowskich nazywamy
n-wymiarowym wektorem gaussowskim. Wektory gaussowskie sa na tyle wyjatkowe, ze wszystkie in-
formacje o nich mozna odtworzy¢ z macierzy kowariancji, czyli tablicy n x n, w ktérej j-tej kolumnie
i i-tym rzedzie stoi kowariancja j-tej i i-tej wspdélrzednej naszego wektora. I tak na przyktad, aby wspél-
rzedne wektora gaussowskiego byly niezalezne, potrzeba i wystarcza, aby dwie rozne wspotrzedne byly
nieskorelowane, czyli aby jedyne niezerowe wyrazy w macierzy kowariancji staly na przekatnej. Inng
zaskakujaca wlasnoécia jest udowodnione przez Cramera twierdzenie, ze jeéli dwie niezalezne kopie X
1Y tej samej zmiennej losowej (czyli niezalezne prébki z tego samego rozkladu) sa takie, ze X — Y
jest niezalezne od X 4+ Y, to X musi mie¢ rozktad gaussowski. Oczywiscie, wspomniane wtasnosci sg
typowe dla wektoréw gaussowskich i nie zachodza dla zadnej szerszej klasy wektoréw losowych.

Sa jednak, réwniez zaskakujace, wlasnosci rozktadu gaussowskiego, ktére uogélniaja sie na inne roz-
ktady. Do takich nalezy na przyktad fenomen koncentracji dla miary gaussowskiej. Okazuje sig, ze funk-
cje lipszycowskie (czyli takie, ktérych wzrost jest co najwyzej liniowy) odchylaja sie od swojej Sredniej
wzgledem n-wymiarowej miary gaussowskiej (czyli rozkladu wektora gaussowskiego o niezaleznych
wspOlrzednych bedacych standardowymi zmiennymi gaussowskimi N(0,1)) o mniej niz ¢ z bardzo
duzym prawdopodobienstwem, eksponencjalnie bliskim jedynce. Mozna wiec mysleé¢, ze w wysokim
wymiarze funkcje lipszycowskie z punktu widzenia miary gaussowskiej sg praktycznie state.

Kolejna ciekawa wtasnoscig wektoréw gaussowskich jest zachowanie ich momentéw. Dla dowolnej
normy ||z (czyli jednorodnej odleglosci niezmienniczej na przesuniecia) przez p-ty moment rozumiemy
E||G||?, gdzie G to nasz n-wymiarowy standardowy wektor gaussowski. Dzigki wlasnosci koncentracji
wiadomo dokladnie, jak zachowuje sie taki moment w zaleznosci od p. Okazuje sie, ze z doktadnoécia
do mnozenia przez stala, niezalezaca od n ani od normy, (E|G|[P)'/? jest réwny E||G| + o(p, X).

Tutaj o(p, X) oznacza staby moment wzgledem naszej normy, czyli wielko$é czesto duzo mniejsza niz
(E[G|P)>.

Wspomnijmy jeszcze jedna wlasno$é wektorow gaussowskich, nazywana minoryzacja Sudakowa.
Méwi ona, ze Srednia najwiekszej wspotrzednej standardowego wektora gaussowskiego zachowuje sie,
znow z doktadnoscia do pomnozenia przez stala, jak pierwiastek logarytmu z wymiaru wektora. Tak
naprawde twierdzenie Sudakowa pozwala oszacowaé z dotu $rednia najwiekszej wspotrzednej dowol-
nego wektora gaussowskiego, ale pod pierwiastkiem logarytmu pojawia sie wtedy nie wymiar wektora,
ale wielko$é¢ zalezna od geometrii przestrzeni n-wymiarowej, wyznaczonej przez macierz kowariancji.

Wspomnielismy, ze wlasnosé koncentracji, poréwnywania silnych i stabych momentéw oraz minory-
zacja Sudakowa zachodza dla szerszej klasy wektorow losowych niz tylko dla wektoréw gaussowskich.
Otoz o kazdej z nich wiadomo, ze zachodzi w innych szczegdlnych przypadkach, ale wciaz otwarte
pozostaja hipotezy, ze kazda z tych wtasnosci z osobna posiada dowolny wektor logarytmicznie wkle-
sly, czyli taki, ktérego gesto$é ma postaé e f(@122:88,Tn-1.2n) 798 f jest wypukla (dla wektoréw
gaussowskich f to symetryczny wielomian kwadratowy). Nasz projekt badawczy bedzie poswiecony
badaniu tego wtasnie problemu — bedziemy dazy¢ do rozstrzygniecia tych hipotez dla kolejnych klas
wektorow logarytmicznie wklestych. Spodziewane rezultaty pomoga zrozumieé¢ geometryczne wtasnosci
bardzo waznej w teorii prawdopodobienstwa rodziny wektoréw logarytmicznie wklestych, uogdlniaja-
cych rodzine wektorow gaussowskich. Poniewaz za$ z wlasnoéci koncentracji, poréwnywania momentéw
i zasady minoryzasyjnej Sudakowa plyng nietrywialne wnioski, wykazanie ktérejkolwiek z tych wta-
snosci w nieznanym dotad przypadku wprowadzi nowe narzedzie, ktérym bedziemy mogli postugiwaé
sie w kolejnych dowodach.



