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PROCESY LEVY’EGO O CALKOWICIE MONOTONICZNYCH SKOKACH
POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Wprowadzenie: procesy Lévy’ego. Rozwazmy nastgpujacy niezwykle uproszczony model stanu wody w
jeziorze. Woda wyplywa z jeziora w sposéb ciagly, a przybywa jej skokowo w czasie deszczu. Przyjmijmy, ze
ubytek wody ma stata predkos¢ v, za$ deszcz jest zawsze jednakowo obfity i zmienia stan wody o wielkos$¢ Z.
Przyjmijmy ponadto, ze deszcz nadchodzi w nieprzewidywalnych, losowych momentach. Stan wody w chwili
t opisany jest zatem wzorem X; = xg+ Z - Ny — v - t, gdzie N, to (losowa) liczba opadéw pomigdzy chwilami
0it.

Ten sam model pojawia si¢ w teorii kolejek: jesli v to szybkos$¢ obstugi zadan (np. kasowania towaréw w
sklepie), a Z to wielko$¢ pojedynczego zlecenia, to X; opisuje rozmiar kolejki. Z kolei odwrécony model
pojawia si¢ w teorii ryzyka: jeSli firma ubezpieczeniowa otrzymuje od klientéw wptaty w wysokosSci v na
jednostke czasu, za$ Z to wielko$¢ wyplaty w razie zajécia zdarzenia objetego ubezpieczeniem, to X; = xg —
Z - Nt + v - t opisuje kapital firmy w chwili ¢.

Nieco bardziej realistyczny model zaktada, ze obfitos¢ deszczu, wielko$¢ zlecenia czy kwota ubezpieczenia
moze za kazdym razem by¢ inna, losowa. Tak otrzymany proces mozna opisa¢ wzorem

Xe=xo+ (Z1+Zo+ ...+ Zn,) — v - t,

gdzie v 1 zmienne losowe Z1, Zo, ... moga przyjmowac zaréwno dodatnie, jak i ujemne wartoSci. Wszystkie
takie procesy sa procesami Lévy’ego, czyli procesami losowymi, ktérych przyrosty sa zmiennymi losowymi
niezaleznymi od czasu, biezacej wartosci i wezesniejszych zmian procesu. Co wigcej, w pewnym sensie kazdy
proces Lévy’ego ma postac zblizona do przedstawionej powyzej.

Proces Lévy’ego ma catkowicie monotoniczne skoki, jesli rozktad zmiennych losowych Z1, Zs, . . . jest od-
powiednio regularny; w szczegd6lnosci gestos¢ tego rozktadu musi by¢ funkcjg rosnaca i wypukta na przedziale
(—00,0) oraz malejaca i wypukta na przedziale (0, c0). Zatozenie to jest spetnione m.in. w modelu Craméra—
Lundberga w teorii ryzyka oraz granicznych modelach w teorii kolejek.

Cel projektu. We wszystkich opisanych wyzej modelach chwila, gdy proces X; przekracza poziom (0, ma
szczegOlne znaczenie: oznacza to albo wyschnigcie jeziora, albo opréznienie kolejki i bezczynnos$¢ punktu
obstugi, albo niewyptacalnos¢ firmy ubezpieczeniowej. Dlatego wazne jest wyznaczenie prawdopodobiefistwa
P(to,x0), ze X, osiagnie warto$¢ ujemna choé¢ raz przed ustalong chwilg ¢y przy zadanej wartosci poczat-
kowej xg. (W przypadku jeziora i kolejki wazna jest takze chwila, w ktorej osiagnigty zostaje maksymalny
dopuszczalny poziom). Problem ten lezy u Zrédet teorii fluktuacji procesow Lévy’ego.

Co zaskakujace, mimo kilkudziesigcioletniej historii rozwoju tej teorii wzdr na P(t, z¢) znany jest tylko
w nielicznych przypadkach. Jednym z gléwnych celéw projektu jest uzyskanie takiego wzoru (w postaci
catkowej) dla proceséw Lévy’ego o calkowicie monotonicznych skokach, a takze badanie wtasnosci funkcji
P(to, x0) dla ogdlniejszych proceséw Lévy’ego.

Projekt zaktada ponadto zbadanie analitycznych wiasnosci proceséw Lévy’ego o catkowicie monotonicz-
nych skokach, a takze analogicznych proceséw o warto$ciach wektorowych.

Znaczenie projektu. Zaplanowane badania przynaleza do rachunku prawdopodobieristwa, dotycza matema-
tycznej teorii pewnej klasy proceséw losowych. Liczne zwiazki z innymi dziedzinami matematyki powoduja
jednak, ze wyniki projektu doprowadza réwniez do rozwoju teorii rownan rézniczkowych i teorii potencjatu.

Niektére rezultaty moga mieé tez bardziej praktyczne zastosowania. Wyznaczanie P(ty,xo) w modelach
stosowanych w teorii kolejek, teorii ryzyka czy matematyce finansowej jest czasochtlonnym zagadnieniem:
stosowane sg aproksymacje procesami, dla ktérych znane sa doktadne wzory, lub metody Monte Carlo (symu-
lowanie wielu realizacji procesu). W wyniku niniejszego projektu uzyskany zostanie wzér na P(tg, zo) dla
dos¢ szerokiej klasy proceséw Lévy’ego, co moze w pewnych sytuacjach uproscié obliczenia.



