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Rdwnania rézniczkowe modelujg rézne obserwowane zjawiska zachodzace w fizyce, chemii, biologii, meteorologii,
astronomii. Jednym z podstawowych modeli jest rownanie ciepta. Wyobrazmy sobie nieskoriczony pret izolowany od
otoczenia tak, ze nie nastepuje promieniowanie ciepta z preta do otoczenia. Jesli w pewnej chwili rozktad temperatury w
precie jest zadany pewng funkcjg f(x), to w miare uptywu czasu temperatura bedzie sie wyréwnywac i dazy¢ do
rownowagi. To, w jaki sposdb i w jakim tempie zmienia sie temperatura, zadane jest przez odpowiednie réwnanie
rozniczkowe. Jesli przez u(t,x) oznaczymy temperature preta w chwili t w punkcie x, to funkcja u spetnia réwnanie ciepta
przy warunku poczatkowym u(0,x) = f(x). Funkcje u(t,x) mozna wyrazi¢ za pomoca f oraz jadra Gaussa-Weierstrassa,
ktérej wykres jest dobrze znang krzywa Gaussa.

Model ten mozna komplikowac, a hawet trzeba, bo w rzeczywistosci ciepto sie rozchodzi po réznych obiektach, takze
dwu i trzy wymiarowych. Przy ukfadaniu réwnania opisujacego to zjawisko nalezy wzigé pod uwage ksztatt obszaru, w
ktérym rozchodzi sie ciepto, a takze w jaki sposob nastepuje wymiana ciepta z otoczeniem na brzegu. Oczywiscie wazne
jest tez z czego zrobiony jest badany przedmiot - inaczej sie nagrzewa drewniany patyk, a inaczej metalowy

pret. Rozwigzanie réwnania ciepta z zadanym warunkiem na brzegu wyraza sie za pomoca funkcji nazywanej jadrem
Dirichleta.

Rozwazmy teraz inny przyktad. Jesli w idealnej prézni w pewnym miejscu xq znalaztby si¢ dodatni fadunek, to
wytworzytoby sie pole potencjatu, ktore mozna opisaé za pomoca tak zwanego potencjatu Newtona rownego [x-xg| L.

Jednak jesli ten tadunek znalaziby sie w srodku pewnego obszaru, np kuli, ktérej brzeg bytby idealnie odizolowany od
otoczenia, to wewnatrz kuli potencjat zadany bytby przez inng funkcje, nazywang funkcja Greena. Funkcja ta rowniez jest
rozwigzaniem pewnego réwnania rézniczkowego z odpowiednim warunkiem brzegowym.

Istnieje Scisty zwigzek miedzy jadrem Dirichleta, a funkcja Greena. Zwigzek ten, oprocz analitycznej zaleznosci, ma takze
podtoze probabilistyczne. Jesli w jakim$ ptynie bedziemy obserwowa¢ czasteczke, to na wskutek zderzen z innymi
czastkami, bedzie ona poruszac sie chaotycznie. Fakt ten po raz pierwszy zaobserwowat w 1827 roku szkocki biolog
Robert Brown, a ruch samej czasteczki zostat nazwany ruchem Browna. Matematycznie zjawisko to opisywane jest w
jezyku prawdopodobienstwa za pomocg teorii procesow losowych. Poniewaz czastka porusza sie losowo, to mozna
okresli¢ jedynie prawdopodobienstwo, ze w danym momencie bedzie znajdowac sie w okreSlonym miejscu. Jesli
bedziemy obserwowac ruch tej czasteczki w pewnym obszarze az do momentu uderzenia w brzeg obszaru, to funkcja
opisujaca prawdopodobienstwa potozenia tej czastki jest omawianym wczesniej jagdrem Dirichleta. Natomiast funkcja
Greena jest zwigzana z dtugoscig czasu, jaki czasteczka spedza w jakim$ miejscul.

Oczywiscie istnieje wiele uogélnien wspomnianych modeli. W réwnaniu ciepta wystepuje druga pochodna, a w wiekszej
liczbie wymiaréw operator Laplace'a. Rozwaza si¢ tutaj inne operatory w szczeg6lnosci interesujgce sg modele z
utamkowym laplasjanem. Badane sg inne procesy losowe, takze takie, ktére poruszajq sie za pomoca skokéw. W
szczegolnosci warte sg wspomnienia procesy stabilne majace taki sam zwigzek z ukamkowym laplasjanem, jak ruch
Browna z operatorem Laplace'a.

Jak widaé z podanych przyktadéw, teorie rownan rézniczkowych i prawdopodobienstwa wzajemnie sie przenikaja, te
same funkcje wystepujg w obu dziedzinach opisujac rézne zjawiska. Nie jest zatem zaskoczeniem, ze pewne badania sg
prowadzone na styku tych dwdch dziedzin nauki i tak jest w przypadku omawianego projektu. Nasze badania beda
dotyczy¢ obu tych teorii, jednak z wiekszym naciskiem na strone rownan rézniczkowych. Bedziemy bada¢ rozwigzania
rownan w jakims sensie podobnych do réwnania ciepta. Mozna na nie patrze¢ jak na zaburzone réwnania ciepta, gdzie
przez pewne dodatkowe czynniki proces ewolucji ma inny charakter i jest opisany innym réwnaniem, czesto nieliniowym.
Naszym celem jest przyjrze¢ sie na ile podobne sg rozwigzania tych zaburzonych réwnan do rozwigzania réwnania ciepta.
Czasem sie zdarza, ze rozwigzanie, po zaburzeniu réwnania, zachowuje sie inaczej i takie przypadki sg szczego6lnie
interesujgce. Bedziemy réwniez bada¢ zachowania funkcji Greena i jadra Dirichleta dla pewnej klasy proceséw
skokowych, do ktérej naleza réwniez procesy stabilne.



