Grafy sg abstrakcyjnymi strukturami, ktére maja za zadanie modelowac interakcje miedzy parami obiektow. Obiekty takie sg
reprezentowane w grafie za pomocg wierzchotkdw, zas$ interakcje za pomoca krawedzi, z ktérych kazda taczy pewne dwa obiekty.
W ogolnosci wierzchotki grafu moga reprezentowaé dowolny zbidr obiektéw, za$ krawedzie mogg reprezentowa¢ dowolng
zalezno$é, o ktorej mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ze zachodzi lub nie, dla dowolnej pary obiektéw ze zbioru. Ta 0g6Inos¢,
prostota rozwazanych struktur i mnogo$¢ zastosowan uczynity teorie graféw jedng z najwazniejszych i najdynamiczniej
rozwijajacych sie gatezi matematyki skoriczonej. Geometryczne grafy przecie¢ stanowig szczeg6lny rodzaj graféw stuzacy
modelowaniu pewnego typu zaleznosci geometrycznych. W grafach takich wierzchotki reprezentujg obiekty pewnej przestrzeni
geometrycznej, na przyktad odcinki na linii (przedziaty) albo na ptaszczyznie, kota lub prostokaty na ptaszczyznie, czy tez kule w
przestrzeni trojwymiarowej, za$ krawedzie tacza pary obiektow, ktore sie przecinaja, czyli posiadajg czes¢ wspdlna.

Jednym z najstarszych i najbardziej podstawowych zagadnienr podejmowanych przez teorie graféw jest kolorowanie. Aby
wyjasni¢, na czym polega, postuzymy sie przyktadem problemu, ktéry napedzat rozwdj teorii graféw przez cate dziesieciolecia
wiasciwie od samego poczatku jej istnienia — problemu kolorowania map czterema kolorami. Otdz wyobrazmy sobie mape, na
ktérej narysowano linie graniczne oddzielajgce poszczegdlne panstwa. Aby uczyni¢ jg bardziej czytelng, warto paistwa na mapie
pokolorowaé w taki sposéb, aby kazde dwa panstwa, ktére majg wspdlny fragment granicy, otrzymaty rézne kolory. Nietrudno
zauwazy¢, ze trzy kolory nie zawsze wystarczajg do pokolorowania w ten sposéb dowolnej mapy, ale czy zawsze wystarczg
cztery? Pytanie to zostato postawione w XIX wieku, ale dopiero w latach 1970-tych udowodniono (za pomoca komputeréw), ze
ma odpowiedz twierdzaca.

Problem kolorowania map modelujemy w teorii graféw nastepujaco. Wierzchotki grafu reprezentujg poszczeg6lne panstwa, zas
krawedzie taczq kazde dwa panstwa, ktére wspoétdziela fragment granicy. Zadanie sprowadza sie zatem do przypisania
wierzchotkom kolorow w taki sposdb, aby kazde dwa wierzchotki potgczone krawedzig otrzymaty rézne kolory. Kolorowanie
grafu o tej wkasnosci nazywamy poprawnym lub whasciwym. Warto zaznaczy¢, ze w ogdlnosci w problemach kolorowania
graféw kolory moga by¢ dowolnymi warto$ciami (np. liczbami) i zazwyczaj nie maja z prawdziwymi kolorami nic wsp6lnego.

W wielu praktycznych zastosowaniach uzywamy graféw do modelowania konfliktbw w dostepie do jakiego$ zasobu. W
najprostszym modelu problem takiego przydziatu zasobdw, ktére realizuje kazde zapotrzebowanie, jednoczesnie minimalizujac
faczng ilos¢ uzytego zasobu, jest to whasnie problem poprawnego kolorowania grafu. Zilustrujemy to na kilku przyktadach.

1. Szeregowanie zadan. Mamy do wykonania pewien zbidr zadan, z ktérych kazde ma okreslony czas rozpoczecia i czas
zakonczenia i powinno zostac przypisane do wykonania przez jedng z kilku identycznych maszyn. Kazda maszyna moze
jednoczesnie wykonywac tylko jedno zadanie. Szukamy zatem poprawnego kolorowania grafu, w ktérym kazde zadanie
jest reprezentowane przez wierzcholek, kazdy konflikt pomiedzy dwoma zadaniami (czyli sytuacja, w ktorej dwa zadania
nie moga by¢ wykonane na tej samej maszynie) przez krawedz, za$ kazda maszyna przez pewien kolor. Nietrudno
zauwazy¢, ze taki graf jest po prostu grafem przecieé¢ przedziatdw — dwa zadania sa w konflikcie, jezeli ich przedziaty
czasowe maja czes¢ wspolna.

2. Przydziat czestotliwosci w sieciach komérkowych. Chcemy przypisa¢ czestotliwosci nadajnikom telefonii komérkowej w
taki sposob, aby zaden obszar nie byt pokryty zasiegiem dwdch nadajnikéw korzystajacych z tej samej czestotliwosci.
Szukamy zatem poprawnego kolorowania grafu, w ktorym wierzchotki reprezentujg nadajniki, krawedzie — pary
nadajnikdw pokrywajace zasiegiem pewien wspélny obszar, za$ kolory — czestotliwosci. Obszar zasiegu kazdego
nadajnika mozemy interpretowac jako obiekt geometryczny na ptaszczyznie (np. koto), a wtedy rozwazany graf jest po
prostu grafem przecie¢ tychze obiektéw.

Warto zauwazy¢, ze zwykle w tego typu zastosowaniach wystarcza znalez¢ kolorowanie za pomoca nie tyle minimalnej, co
"odpowiednio matej" liczby koloréw. Rodzg sie zatem nastepujgce pytania: Jakie grafy mozna poprawnie pokolorowaé przy
uzyciu niewielu koloréw? Obecno$¢ jakich struktur w grafie wymusza uzycie wielu kolorow?

tatwo zauwazyé, ze poprawne pokolorowanie grafu wymaga co najmniej k koloréw, jezeli graf ten zawiera k wierzchotkdw
potaczonych krawedziami kazdy z kazdym, gdyz kazdy z nich musi otrzymac inny kolor. Taki zbiér k wierzchotkéw grafu
nazywa sie klika. Klika wielkosci k jest zatem najprostsza mozliwg strukturg wymuszajaca uzycie k koloréw. Z drugiej strony
nawet jezeli graf nie posiada jakiej$ konkretnej struktury, na przyktad kliki wielkosci k, nadal moze wymagac uzycia bardzo wielu
kolorow. Na przyktad istniejg grafy, ktére wymagajg dowolnie wielu koloréw, ale nie zawierajg tréjkatéw, czyli klik o 3
wierzchotkach. Losowy (czyli prawie kazdy) graf o n wierzchotkach wymaga bardzo wielu koloréw (rzedu n/log n), ale nie
zawiera nawet bardzo matych klik (wielkosci log n), o ile liczba wierzchotkéw n jest odpowiednio duza.

Jezeli jednak zawezimy nasze rozwazania do geometrycznych graféw przecieé, sytuacja wyglada zupetnie inaczej. Ze wzgledu na
wymaganie, aby graf posiadal geometryczng reprezentacje (wykluczajace losowe grafy), mozliwe staje sie ograniczenie
wymaganej liczby koloréw za pomoca strukturalnych parametréw grafu, takich jak rozmiar najwiekszej kliki. | tak na przyktad w
grafach przecie¢ przedziatow wystarcza doktadnie tyle koloréw, ile wynosi rozmiar najwiekszej kliki. Taka réwno$¢ jest w teorii
graféw sytuacjg do$¢ wyjatkowa i nie zachodzi dla zdecydowanej wiekszosci geometrycznych graféw przecie¢. Wcigz jednak
wymagang liczbe koloréw da sie ograniczy¢ w wielu klasach takich graféw za pomoca pewnej (choéby bardzo duzej) funkcji
rozmiaru najwiekszej kliki, zas w pozostatych klasach za pomocg niewielkiej funkcji liczby wierzchotkéw (rzedu log n w
przypadku grafow bez tréjkatéw). Wiasnosci te czynig geometryczne grafy przecie¢ szczego6lnie interesujgcymi z teoretycznego
punktu widzenia w kontekscie probleméw kolorowania. Jest to gtéwny powod podijecia tej tematyki badawczej w niniejszym
projekcie. Wiasnosci te sg réwniez istotne z punktu widzenia praktycznych zastosowan. Na przyklad w opisanym wcze$niej
problemie przydziatu czestotliwosci rozsadnie jest przyja¢, ze graf nie zawiera duzych klik, gdyz oznaczatoby to duze
zageszczenie nadajnikdw w jednym miejscu; woéwczas wspomniane powyzej teoretyczne wyniki gwarantuja, ze niewielka liczba
czestotliwosci wystarcza do unikniecia wszystkich konfliktow.



Od lat 1970-tych, kiedy problemy kolorowania graféw reprezentowanych geometrycznie zaczely zyskiwaé na popularnosci,
wierzono, ze w dowolnych grafach przecie¢ spéjnych obiektdw na plaszczyznie da sie ograniczy¢ wymagana liczbe koloréw
przez funkcje rozmiaru najwiekszej Kliki. Dopiero w 2012 roku grupa badaczy (wsrdd nich kierownik niniejszego projektu)
wykazata, ze tak nie jest, wskazujac konstrukcje graféw przecie¢ odcinkéw na ptaszczyznie wymagajacych dowolnie wielu
koloréw, ale niezawierajacych tréjkatow. Kluczowe dla znalezienia tej konstrukcji byto odkrycie zaleznosci miedzy problemami
kolorowania geometrycznych graféw przecie¢ a problemami kolorowania znacznie prostszych graféw, ale w sposéb on-line. W
problemach takich graf jest konstruowany stopniowo poprzez wprowadzanie nowych wierzchotkéw i taczenie ich krawedziami z
wierzchotkami wprowadzonymi uprzednio, za$ kazdy wierzchotek musi otrzymac swoj kolor natychmiast po wprowadzeniu.
Problemy kolorowania on-line sg wazne i interesujgce same w sobie, gtéwnie ze wzgledu na praktyczne zastosowania do
modelowania systemow czasu rzeczywistego (podejmujacych decyzje bez petnej wiedzy o jej konsekwencjach). Wykorzystanie
zaleznosci miedzy zwyktymi kolorowaniami a kolorowaniami on\dywiz line stoi u podstaw wielu kolejnych wynikéw podajacych
goérne i dolne oszacowania wymaganej liczby koloréw w klasach geometrycznych graféw przecieé. Réwniez niniejszy projekt
opiera sie w duzej mierze na doktadnym zbadaniu i wykorzystaniu tej zaleznosci.

Podstawowym celem projektu jest istotne poprawienie oszacowan wymaganej liczby koloréw w mozliwie szerokich klasach
geometrycznych grafow przecie¢, w szczegdlnosci dla graféw przecie¢ odcinkéw na ptaszczyznie. Chcemy osiggnac ograniczenia
goérne rzedu log log n lub (log log n)¢ (a zatem bardzo matych funkcji liczby wierzchotkéw n) zamiast log n. Ograniczenie rzedu
log log n byloby optymalne, gdyz wspomniana wyzej konstrukcja wymusza wiasnie log log n koloréw. Projekt przewiduje
rowniez poszukiwanie nowych konstrukcji, w szczegdlnosci takich wymuszajacych wiecej niz log log n kolordw. Planujemy
takze poszukiwaé nowych klas geometrycznych graféw przecieé, w ktérych wymagana liczba koloréw zalezy tylko od rozmiaru
najwiekszej Kkliki, probujac jak najdoktadniej zarysowa¢ granice miedzy takimi klasami a klasami umozliwiajagcymi konstrukcje
wymuszajaca log log n koloréw. Dzieki naszym badaniom chcemy réwniez zrozumie¢ strukture geometrycznych graféw przecieé
wymagajacych wielu koloréw, ale niezawierajacych duzych klik — na przyktad to, jakie inne lokalne podstruktury wystarczy
wykluczyé, aby liczba wymaganych koloréw stata sie ograniczona jedynie przez funkcje rozmiaru najwiekszej kliki.

Badania prowadzone w niniejszym projekcie maja znaczenie przede wszystkim teoretyczne. Minimalna liczba koloréw
wymagana do poprawnego pokolorowania grafu jest w teorii grafow parametrem jednym z najwazniejszych i najintensywniej
badanych, a zarazem, ze wzgledu na swdj nielokalny charakter, bardzo trudnym do obliczenia czy oszacowania dla wiekszosci
grafow. Nasze badania pomoga zrozumiec jego zachowanie w szerokiej i waznej z teoretycznego i praktycznego punktu widzenia
klasie graféw, jakimi sg geometryczne grafy przecigé, a w szczegélnosci zrozumie¢ wptyw geometrycznej reprezentacji na
mozliwo$¢ ograniczenia wymaganej liczby kolordw na podstawie struktury grafu. Liczymy takze na to, ze wyniki tych badan
pomoga znalez¢ rozwigzania kilku innych znanych probleméw teorii graféw posrednio zwigzanych z geometrycznymi grafami
przeciec.



