Zasadniczym celem rachunku wariacyjnego jest znajdowanie miniméw i maksiméw takich funkcji, ktore zalezg od nieskorficzonej
liczby zmiennych. Poczatki teorii rachunku wariacyjnego siegaja 1696 roku, kiedy Johann Bernoulli rozwigzat zagadnienie
brachistochrony. Problem polegat na znalezieniu krzywej, po ktorej powinien sie zeslizgiwa¢ punkt materialny, zeby pod
wptywem grawitacji dotrze¢ w najkrétszym czasie z danego punktu a do danego b (na ptaszczyznie pionowej), taka krzywa
najszybszego spadku okazat sie tuk cykloidy. W XX wieku w wyniku rozkwitu analizy funkcjonalnej rachunek wariacyjny doznat
burzliwego rozwoju.

Zwiazki rachunku wariacyjnego z réwnaniami rézniczkowymi sa nastepujace. Zatézmy, ze chcemy rozwigza¢ pewne réwnanie
rozniczkowe czastkowe A[u]=0. Zatézmy dodatkowo, ze operator A jest "pochodna” odpowiedniego funkcjonatu energii I.
Wowczas nasze réwnanie przybiera postaé I'[u]=0. Zaletg tego zapisu jest to, ze teraz mozemy utozsami¢ rozwiazania
powyzszego problemu z punktami krytycznymi funkcjonatu I (miedzy innymi minimami i maksimami). Oczywiscie nie kazde
réwnanie mozna zapisac w takiej postaci, takie réwnania nazywamy zagadnieniami wariacyjnymi.

Przyjrzyjmy sie teraz zagadnieniu Dirichleta dla operatora Laplace'a. Problem polega na znalezieniu gtadkich funkcji u:Q - R
spetniajacych rownanie: Au=0 na Q, przy ustalonym warunku brzegowym u=¢ na brzegu Q.

W roku 1900 Dawid Hilbert ogtosit, ze udato mu sie rozwigzac to zagadnienie przez zasade Dirichleta. Zasada ta orzeka, ze kazde
rozwigzanie minimalizuje energie Dirichleta, zdefiniowang jako: E(v)=[, |Dv|2dx, w klasie przeksztatcen v:Q - R spetniajacych
warunek brzegowy v=¢ na brzegu Q.

Okazato sie jednak, ze rozumowanie Hilberta miato luke. Problem ten wyznaczyt trend w matematyce co najmniej na 40 lat, a
jego uogdlnienia, z uwagi na zwiazki z geometrig i fizyka, sg badane do dzis. Chodzito o znalezienie $cistego dowodu na to, ze
o istnieje funkcja realizujgca minimum energii Dirichleta,
e udowodnienie, ze funkcja ta jest gtadka i spetnia réwnanie Au=0 na Q.

Wreszcie udato sie to w 1940 roku Hermannowi Weylowi, tym samym dajac rachunkowi wariacyjnemu solidne podstawy.

W latach czterdziestych ubiegtego wieku rozpoczeto rozpatrywanie innych podobnych zagadnien. Pierwsze uogdlnienia dotyczyty
wynikow dla funkcji o wartosciach wektorowych u:Q — R, nastepnie rozpoczeto rozwazanie funkcji o wartosciach w k-
wymiarowych rozmaitosciach N (Jesli kto$ nie zna pojecia rozmaitosci, niech wyobrazi sobie, ze N to gtadka powierzchnia bez
samoprzeciec, jak powierzchnia kuli, lub elipsoidy, lub detki rowerowe;j).

Aby uzasadni¢ rozpatrywanie przeksztatcen o wartosciach w rozmaitosciach przyjrzyjmy sie nastepujacemu przyktadowi.
Ogladajac mapy potaczen oferowanych przez linie lotnicze widzimy, ze trajektoria, po ktdrej poruszajg si¢ samoloty jest
zakrzywiona. Jest to sprzeczne z nasza intuicja: najkrotsza droga powinna prowadzié¢ po odcinku prostej. Przyczyna tej
sprzecznosci jest prosty geometryczny fakt: powierzchnia Ziemi jest okragta, a najkrotsze drogi z jednego punktu do drugiego
prowadza po tukach okregdw wielkich. Wyhbor trajektorii lotu jest prostg ilustracja wariacyjnego problemu w geometrii:
znajdowania geodezyjnych, czyli $ciezek na danej powierzchni o najkrotszej dtugosci.

Te uogoblnienia doprowadzity do przeksztatcen harmonicznych. Rozwazmy ponownie funkcjonat Dirichleta, tym razem dlau o
warto$ciach w rozmaitosci N. Dzieki pracy Johna Nasha wiemy, ze taka rozmaito$¢ moze byé zanurzona w przestrzen
euklidesowa RN (na przyktad sfera dwuwymiarowa jest podzbiorem tréjwymiarowej przestrzeni R3). Musimy okre$li¢ klase
przeksztatcen, w ktérej rozwazamy powyzsze zagadnienie. Rozsadne jest, aby dopuscic¢ nie tylko przeksztatcenia gtadkie o
wartosciach w N. Zauwazmy, ze aby funkcjonat byt dobrze okreslony, wystarczy zeby nasze przeksztatcenie miato staba
pochodna (czytelnik, ktéremu przestrzenie Sobolewa nie sg znane powinien wiedzie¢, ze rozpatruje sie ostabienie pojecia
pochodnej, to znaczy idea funkcji rézniczkowalnych rozszerza si¢ do klasy funkgji, dla ktérych catkowanie przez czesci jest
dobrze okreslone), ktdra jest catkowalna z kwadratem, czyli, aby przeksztatcenie nalezato do przestrzeni Sobolewa W12, Niestety
przestrzenie Sobolewa o warto$ciach w rozmaitosciach tracg wiele dobrych wtasciwosci, np. nie sg liniowe. Oznacza to, ze suma
przeksztatcen z takiej przestrzeni zazwyczaj nie bedzie nalezata do tej samej przestrzeni, gdyz nie bedzie miata wartosci w tej
samej rozmaitosci. To stwarza wiele problemoéw i znacznie uszczupla zasdb narzedzi jakich mozna uzywac do badania takich
przeksztatcen. Okazuje sie, ze réwnanie, ktére spetniaja przeksztatcenia harmoniczne, ze wzgledu na warunek, ze u ma wartosci w
N, jest nieliniowe. Dla przyktadu, jesli N jest sferg, réwnanie to przybiera postac:

-Au; = |Du|? y; dla i=1,...,m.
Rozwigzania takiego ukfadu réwnar majg zupetnie inne wtasnosci. Po pierwsze okazuje sig, ze punkty krytyczne funkcjonatu
Dirichleta niekoniecznie sg przeksztatceniami minimalizujgcymi. Ponadto nie mamy jednoznacznosci w klasie zagadnien z
zadanym warunkiem brzegowym, a rozwigzania tego uktadu réwnain moga by¢ nieciagte. Znana jest konstrukcja rozwigzania,
ktore nie jest ciggte w zadnym punkcie dziedziny! Obecnos¢ takich punktéw, zwanych punktami osobliwymi, cieszy badaczy, bo
odpowiada (w jakim$ zakresie) temu, co obserwuje sie doswiadczalnie w zachowaniu nematycznych ciektych krysztatdw, ktorych
uproszczonym modelem sg przeksztatcenia harmoniczne o wartosciach w sferze.

Réwnania przeksztatcerh harmonicznych maja pewne specjalne wiasnosci dla ptaskich obszaréw Q. Mianowicie, energia
Dirichleta jest niezmiennicza ze wzgledu na ztozenia z przeksztatceniami konforemnymi (przeksztatcenie konforemne, to takie,
ktére zachowuje katy miedzy krzywymi w punktach ich przeciecia). Przeksztatcenia harmoniczne zdefiniowane na ptaskich
obszarach sg ciggle, nieciggtosci pojawiajg sie dopiero w wyzszych wymiarach.

Funkcjonaty konforemnie niezmiennicze sg bardzo wazne we wspétczesnej matematyce. Poszukiwania funkcjonatu konforemnie
niezmienniczego w wymiarze 4 prowadza do funkcjonatu Hessego H(u)=[g|Au|? dx. Tutaj klasg przeksztatceri dopuszczalnych



beda juz przeksztatcenia o wyzszej regularnosci: potrzebna jest catkowalno$¢ kwadratow wszystkich drugich pochodnych.
Ponownie rozpatrujemy przeksztatcenia o wartosciach w dowolnej rozmaitosci N. Punkty krytyczne tego funkcjonatu nazwiemy
przeksztatceniami biharmonicznymi. Tym razem uktad réwnarn odpowiadajacy punktom krytycznym funkcjonatu Hessego jest
uktadem réwnan czwartego rzedu, ktérego rozwigzania maja wiele zaskakujacych wiasnosci: nie ma jednoznacznosci rozwigzan
dla zadanego warunku brzegowego, rozwigzania nie musza by¢ ciaggte, a przeksztatcenia minimalizujace nie sa jedynymi
punktami krytycznymi funkcjonatu Hessego. Podobnie jak w przypadku przeksztatcerh harmonicznych wiadomo, ze w przypadku
konforemnie niezmienniczym wszystkie przeksztatcenia biharmoniczne muszg by¢ ciagte. W wyzszych wymiarach moga
pojawia¢ sie punkty, a nawet zbiory, na ktérych przeksztatcenia te nie sg ciagte.

Najwazniejszym celem niniejszego projektu jest wykazanie, ze w wymiarze wyzszym niz 4 istnieje takie otoczenie brzegu, na
ktérym minimalizujace przeksztatcenia dla zadanego warunku brzegowego sg ciggte. Zupetnie jakby gtadki warunek brzegowy z
jednej strony mogt wymuszac istnienie osobliwosci, z uwagi na swojg strukture w makroskali, z drugiej za$, ze wzgledu na
gtadkos$¢, odpychat te osobliwosci od brzegu obszaru niczym niewidzialna poduszka. Taka informacja pozwolitaby nam na
wyprowadzenie wielu waznych wiasnosci minimalizujacych przeksztatcer biharmonicznych. Spodziewamy sig, ze efektami tego
projektu bedzie konstrukcja specyficznych przyktadéw przeksztatcen biharmonicznych, zrozumienie mechanizméw rzadzacych
powstawaniem osobliwosci w wymiarze 5, a takze zrozumienie jak moze wygladac¢ zbi6r punktéw, w ktorych przeksztatcenie
biharmoniczne nie jest ciggte.

Pragnienie matematykdw polega takze na tym, zeby w petni zrozumie¢ zachowanie rozwiazan réwnan rézniczkowych
czastkowych, z uwagi na obecno$¢ takich réwnan w wielu problemach geometrii i fizyki. Ze wzgledu na trudnosci techniczne i
liczne wyzwania ten proces trwa dtugo, catymi dekadami, podobnie jak cata historia matematyki. Powodem wielu badar o
charakterze teoretycznym jest po prostu najlepiej rozumiana ciekawos$¢: pragnienie zrozumienia jakiego$ problemu do korica, albo
przynajmniej gtebiej, niz dotychczas, mimo wysitkow, rozumieli go inni. Kazde pokolenie matematykdw doktada w ten sposéb
swoje drobne cegietki do olbrzymiej konstrukcji matematyki. Niniejszy wniosek jest po prostu jednym z licznych przedsiewziec¢
tego typu: z jednej strony skromnym, z drugiej strony - wyraznie wpisanym w nieliniowg analize matematyczna i teorie réwnan
czastkowych.



