Grafy sg abstrakcyjnymi strukturami, ktére maja za zadanie modelowac interakcje miedzy parami obiektow. Obiekty takie sg
reprezentowane w grafie za pomocg wierzchotkdw, zas$ interakcje za pomoca krawedzi, z ktérych kazda taczy pewne dwa obiekty.
W ogolnosci wierzchotki grafu moga reprezentowaé dowolny zbidr obiektéw, za$ krawedzie mogg reprezentowa¢ dowolng
zalezno$é, o ktorej mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ze zachodzi lub nie, dla dowolnej pary obiektéw ze zbioru. Ta 0g6Inos¢,
prostota rozwazanych struktur i mnogo$¢ zastosowan uczynity teorie graféw jedng z najwazniejszych i najdynamiczniej
rozwijajacych sie gatezi matematyki skoriczonej i informatyki teoretycznej.

Geometryczne grafy przecie¢ stanowig szczegdlny rodzaj graféw stuzacy modelowaniu pewnego typu zaleznosci
geometrycznych. W grafach takich wierzchotki reprezentujg obiekty pewnej przestrzeni geometrycznej, na przyklad odcinki na
linii (przedzialy) albo na plaszczyznie, kota lub prostokaty na ptaszczyznie, czy tez kule w przestrzeni tréjwymiarowej, za$
krawedzie tacza pary obiektéw, ktére sie przecinaja, czyli posiadajg czesé wspolna. Grafy takie znajduja praktyczne zastosowania
w problemach alokacji zasobdw, szeregowania zadan, sekwencjonowania struktur DNA czy projektowania uktaddw scalonych.

Problemy obliczeniowe, czyli polegajace na zaprojektowaniu algorytmu do wykonania pewnych obliczer dla dowolnie ustalonych
danych, zazwyczaj klasyfikuje sie w informatyce teoretycznej jako tatwe lub trudne obliczeniowo. Latwe s3 te, ktére mozna
rozwigza¢ algorytmem wielomianowym, czyli algorytmem wykonujacym co najwyzej n¢ operacji, gdzie n jest rozmiarem danych
wejsciowych, a ¢ pewng stata. Trudne sg te problemy, dla ktérych przypuszcza sie (w oparciu o ogélnie akceptowane hipotezy
teorii ztozonosci obliczeniowej), ze takiego algorytmu nie maja.

Podstawowym problemem obliczeniowym dla kazdej klasy graféw jest rozpoznawanie graféw tej klasy. W przypadku grafow
reprezentowanych geometrycznie polega ono na stwierdzaniu, czy abstrakcyjny graf (podany w postaci listy wierzchotkéw i
krawedzi) ma wkasciwg dla danej klasy reprezentacje. Problemy rozpoznawania klas graféw rozwazane byly juz w latach 1970-
tych i dla wielu klas graféw doczekaty sie zadowalajacych rozwigzan — wielomianowych algorytméw lub dowodoéw trudnosci
obliczeniowej. Wszystkie klasy graféw rozpatrywane w niniejszym projekcie majg wielomianowe algorytmy rozpoznawania.
Istniejg takze klasy geometrycznych graféw przecie¢, ktérych rozpoznawanie jest obliczeniowo trudne, na przyktad klasa grafow
przeciec kot lub prostokatow na ptaszczyznie.

Problemy badawcze niniejszego projektu dotyczg dwdéch uog6lnienn probleméw rozpoznawania: probleméw rozszerzania
czesciowych reprezentacji graféw oraz probleméw modyfikacji grafow.

W problemie rozszerzania czesciowych reprezentacji pytamy, czy podany na wejsciu graf ma wiasciwa dla klasy reprezentacje
rozszerzajacg podang na wejsciu reprezentacje pewnej czesci grafu. Szczegoélnie ciekawe wydaje sie pytanie, w ktorych klasach
graféw konstruowanie reprezentacji w oparciu 0 czeSciowe rozwigzanie jest trudniejsze obliczeniowo niz budowanie takiej
reprezentacji zupetnie od podstaw. Warto zauwazy¢, ze podczas gdy w problemie rozpoznawania wystarczy znalez¢ tylko jedna
reprezentacje Swiadczacag o przynaleznosci grafu do danej klasy graféw, w przypadku problemoéw rozszerzania cze$ciowych
reprezentacji czesto wymagane jest zrozumienie struktury wszystkich mozliwych reprezentaciji.

Aby zilustrowac réznice miedzy problemami rozpoznawania i rozszerzania czesciowych reprezentacji, postuzymy sie przyktadem
graféw planarnych, czyli graféw, ktére mozna narysowac na ptaszczyznie, unikajac jakichkolwiek przecie¢ miedzy krawedziami.
Dla problemu rozpoznawania nie ma znaczenia, czy rysujemy krawedzie za pomoca dowolnych linii ciagtych czy za pomoca
odcinkéw prostych — kazdy graf narysowany w ten pierwszy sposéb mozna réwniez narysowa¢ w ten drugi i istniejg
wielomianowe algorytmy, ktére taka reprezentacje konstruujg. W problemie rozszerzania czeSciowych reprezentacji grafow
planarnych na ptaszczyznie narysowane sg tylko niektore wierzchotki i krawedzie, a zadaniem algorytmu jest dorysowanie
wszystkich pozostatych w sposéb unikajacy przecie¢. Zadanie takie w formie uproszczonej czesto wykonujg dzieci, gdy starajg sie
potaczy¢ dwa punkty rysunku (np. mysz i serek), unikajac niepotrzebnych przecie¢ z narysowanymi liniami. Problem ten mozna
rozwigza¢ za pomocg wielomianowego algorytmu, jezeli krawedzie mozna reprezentowa¢ dowolnymi liniami ciggtymi. Kiedy
jednak wymagamy, aby byty one narysowane jako odcinki proste, problem staje sie obliczeniowo trudny.

Jednym z celéw niniejszego projektu jest znalezienie wielomianowych algorytméw lub wykazanie trudnosci obliczeniowej
probleméw rozszerzania czeSciowych reprezentacji w klasach graféw przecie¢, w ktdrych pozostaje on nadal nierozwigzany.
Wsrod tych klas grafow najbardziej znane sg grafy przecie¢ tukéw okregu oraz trapezOw rozpietych miedzy dwiema
rownolegtymi liniami. Problem rozszerzania cze$ciowych reprezentacji w tych klasach grafow jest szczegdlnie ciekawy, gdyz nie
jest znany zaden opis struktury wszystkich mozliwych reprezentaciji.

Druga grupe zagadnien poruszanych w niniejszym projekcie stanowig problemy modyfikacji graféw, rozwazane juz w latach
1970-tych i nadal stanowigce wazny nurt badan z pogranicza teorii graféw i algorytmiki. W problemie modyfikacji grafow do
klasy grafow C pytamy, czy podany na wejsciu graf mozna tak zmodyfikowaé, wykonujac co najwyzej k operacji pewnego
okreslonego typu, aby powstat z niego graf nalezacy do klasy C. Gtowny nacisk w tym projekcie potozony jest na problemy
usuwania, w ktoérych jedyna dozwolong operacja modyfikacji grafu jest usuniecie wierzchotka wraz ze wszystkimi przylegtymi
krawedziami. Praktyczne zastosowania problemdéw modyfikacji obejmujg problemy uwiarygodniania danych uzyskanych w
wyniku eksperymentow, ktorych wyniki moga by¢ nieznacznie przektamane. Podejscie to wykorzystywane jest na przyktad w
biologii molekularnej do sekwencjonowania struktur DNA.

Dla wszystkich "rozsadnych" klas graféw problem usuwania jest trudny obliczeniowo, jezeli warto$¢ parametru k okre$lajacego
maksymalng dozwolona liczbe modyfikacji jest traktowana jako cze$¢ danych wejsciowych na réwni z grafem. Interesujace z
praktycznego punktu widzenia sg jednak tylko takie dane wejsciowe, w ktdrych graf moze by¢ bardzo duzy, ale parametr k jest
maty. Zatozenie to znajduje teoretyczne odzwierciedlenie w tzw. algorytmach FPT, ktére dla graféw wejsciowych o n



wierzchotkach i dla parametru k wykonuja co najwyzej f(k)n¢ operacji, gdzie f jest pewng funkcja, a ¢ pewnga statg. W praktyce
zatem dla matych wartosci parametru k algorytmy FPT dziatajg jak algorytmy wielomianowe. W przypadku probleméw z
parametrem za obliczeniowo tatwe uznajemy te problemy, ktére majg algorytmy FPT.

Problemy modyfikacji graféw do klasy graféw C wymagajgq innego podejscia niz problemy rozszerzania czesciowych
reprezentacji. W konstrukcji algorytméw FPT wykorzystuje sie zazwyczaj charakteryzacje klasy C poprzez tzw. struktury
zabronione. Charakteryzacja taka mowi, ze graf nalezy do klasy graféw C wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera zadnej struktury z
listy struktur zabronionych. Algorytmy FPT do probleméw usuwania wierzchotkéw do klasy graféw C musza zidentyfikowac
wszystkie struktury zabronione w grafie wejsciowym i zbadac ich interakcje, tak aby wskaza¢ co najwyzej k wierzchotkdw,
ktdrych usuniecie z grafu spowoduje zniszczenie wszystkich wystepujacych w nim struktur zabronionych.

Dla kilku klas geometrycznych graféw przecie¢, na przyktad dla graféw przecie¢ przedziatow na linii, znane sg juz algorytmy
FPT do problemu usuwania. Naszym celem w pierwszej kolejnosci jest znalezienie algorytméw FPT lub wykazanie trudnosci
obliczeniowej probleméw usuwania wierzchotkow do klasy graféw poréwnywalnosci (czyli grafow, ktorych krawedzie
reprezentuja relacje bycia mniejszym/wiekszym w pewnym porzadku) oraz zwigzanych z nimi graféw permutacji. Struktura tych
grafow jest dos$¢ dobrze poznana, co moze znaczaco pomdc zrozumieg interakcje miedzy strukturami zabronionymi znalezionymi
w grafach wejsciowych. W dalszej perspektywie planujemy réwniez badania nad problemem usuwania do wspomnianej wyzej
klasy grafow przecie¢ tukéw, dla ktérych dopiero bardzo niedawno pojawita sie charakteryzacja przez struktury zabronione.

Liczymy na to, ze prace nad problemami usuwania pozwolg lepiej zrozumieé strukturalne wiasnosci rozpatrywanych graféw
przecieé, a by¢ moze nawet zaowocujg nowymi ogolnymi technikami projektowania algorytmoéw FPT.



