
Grafy są abstrakcyjnymi strukturami, które mają za zadanie modelować interakcje między parami obiektów. Obiekty takie są
reprezentowane w grafie za pomocą wierzchołków, zaś interakcje za pomocą krawędzi, z których każda łączy pewne dwa obiekty.
W ogólności wierzchołki grafu mogą reprezentować dowolny zbiór obiektów, zaś krawędzie mogą reprezentować dowolną
zależność, o której można jednoznacznie stwierdzić, że zachodzi lub nie, dla dowolnej pary obiektów ze zbioru. Ta ogólność,
prostota rozważanych struktur i mnogość zastosowań uczyniły teorię grafów jedną z najważniejszych i najdynamiczniej
rozwijających się gałęzi matematyki skończonej i informatyki teoretycznej.

Geometryczne grafy przecięć stanowią szczególny rodzaj grafów służący modelowaniu pewnego typu zależności
geometrycznych. W grafach takich wierzchołki reprezentują obiekty pewnej przestrzeni geometrycznej, na przykład odcinki na
linii (przedziały) albo na płaszczyźnie, koła lub prostokąty na płaszczyźnie, czy też kule w przestrzeni trójwymiarowej, zaś
krawędzie łączą pary obiektów, które się przecinają, czyli posiadają część wspólną. Grafy takie znajdują praktyczne zastosowania
w problemach alokacji zasobów, szeregowania zadań, sekwencjonowania struktur DNA czy projektowania układów scalonych.

Problemy obliczeniowe, czyli polegające na zaprojektowaniu algorytmu do wykonania pewnych obliczeń dla dowolnie ustalonych
danych, zazwyczaj klasyfikuje się w informatyce teoretycznej jako łatwe lub trudne obliczeniowo. Łatwe są te, które można
rozwiązać algorytmem wielomianowym, czyli algorytmem wykonującym co najwyżej nc operacji, gdzie n jest rozmiarem danych
wejściowych, a c pewną stałą. Trudne są te problemy, dla których przypuszcza się (w oparciu o ogólnie akceptowane hipotezy
teorii złożoności obliczeniowej), że takiego algorytmu nie mają.

Podstawowym problemem obliczeniowym dla każdej klasy grafów jest rozpoznawanie grafów tej klasy. W przypadku grafów
reprezentowanych geometrycznie polega ono na stwierdzaniu, czy abstrakcyjny graf (podany w postaci listy wierzchołków i
krawędzi) ma właściwą dla danej klasy reprezentację. Problemy rozpoznawania klas grafów rozważane były już w latach 1970-
tych i dla wielu klas grafów doczekały się zadowalających rozwiązań — wielomianowych algorytmów lub dowodów trudności
obliczeniowej. Wszystkie klasy grafów rozpatrywane w niniejszym projekcie mają wielomianowe algorytmy rozpoznawania.
Istnieją także klasy geometrycznych grafów przecięć, których rozpoznawanie jest obliczeniowo trudne, na przykład klasa grafów
przecięć kół lub prostokątów na płaszczyźnie.

Problemy badawcze niniejszego projektu dotyczą dwóch uogólnień problemów rozpoznawania: problemów rozszerzania
częściowych reprezentacji grafów oraz problemów modyfikacji grafów.

W problemie rozszerzania częściowych reprezentacji pytamy, czy podany na wejściu graf ma właściwą dla klasy reprezentację
rozszerzającą podaną na wejściu reprezentację pewnej części grafu. Szczególnie ciekawe wydaje się pytanie, w których klasach
grafów konstruowanie reprezentacji w oparciu o częściowe rozwiązanie jest trudniejsze obliczeniowo niż budowanie takiej
reprezentacji zupełnie od podstaw. Warto zauważyć, że podczas gdy w problemie rozpoznawania wystarczy znaleźć tylko jedną
reprezentację świadczącą o przynależności grafu do danej klasy grafów, w przypadku problemów rozszerzania częściowych
reprezentacji często wymagane jest zrozumienie struktury wszystkich możliwych reprezentacji.

Aby zilustrować różnicę między problemami rozpoznawania i rozszerzania częściowych reprezentacji, posłużymy się przykładem
grafów planarnych, czyli grafów, które można narysować na płaszczyźnie, unikając jakichkolwiek przecięć między krawędziami.
Dla problemu rozpoznawania nie ma znaczenia, czy rysujemy krawędzie za pomocą dowolnych linii ciągłych czy za pomocą
odcinków prostych — każdy graf narysowany w ten pierwszy sposób można również narysować w ten drugi i istnieją
wielomianowe algorytmy, które taką reprezentację konstruują. W problemie rozszerzania częściowych reprezentacji grafów
planarnych na płaszczyźnie narysowane są tylko niektóre wierzchołki i krawędzie, a zadaniem algorytmu jest dorysowanie
wszystkich pozostałych w sposób unikający przecięć. Zadanie takie w formie uproszczonej często wykonują dzieci, gdy starają się
połączyć dwa punkty rysunku (np. mysz i serek), unikając niepotrzebnych przecięć z narysowanymi liniami. Problem ten można
rozwiązać za pomocą wielomianowego algorytmu, jeżeli krawędzie można reprezentować dowolnymi liniami ciągłymi. Kiedy
jednak wymagamy, aby były one narysowane jako odcinki proste, problem staje się obliczeniowo trudny.

Jednym z celów niniejszego projektu jest znalezienie wielomianowych algorytmów lub wykazanie trudności obliczeniowej
problemów rozszerzania częściowych reprezentacji w klasach grafów przecięć, w których pozostaje on nadal nierozwiązany.
Wśród tych klas grafów najbardziej znane są grafy przecięć łuków okręgu oraz trapezów rozpiętych między dwiema
równoległymi liniami. Problem rozszerzania częściowych reprezentacji w tych klasach grafów jest szczególnie ciekawy, gdyż nie
jest znany żaden opis struktury wszystkich możliwych reprezentacji.

Drugą grupę zagadnień poruszanych w niniejszym projekcie stanowią problemy modyfikacji grafów, rozważane już w latach
1970-tych i nadal stanowiące ważny nurt badań z pogranicza teorii grafów i algorytmiki. W problemie modyfikacji grafów do
klasy grafów C pytamy, czy podany na wejściu graf można tak zmodyfikować, wykonując co najwyżej k operacji pewnego
określonego typu, aby powstał z niego graf należący do klasy C. Główny nacisk w tym projekcie położony jest na problemy
usuwania, w których jedyną dozwoloną operacją modyfikacji grafu jest usunięcie wierzchołka wraz ze wszystkimi przyległymi
krawędziami. Praktyczne zastosowania problemów modyfikacji obejmują problemy uwiarygodniania danych uzyskanych w
wyniku eksperymentów, których wyniki mogą być nieznacznie przekłamane. Podejście to wykorzystywane jest na przykład w
biologii molekularnej do sekwencjonowania struktur DNA.

Dla wszystkich "rozsądnych" klas grafów problem usuwania jest trudny obliczeniowo, jeżeli wartość parametru k określającego
maksymalną dozwoloną liczbę modyfikacji jest traktowana jako część danych wejściowych na równi z grafem. Interesujące z
praktycznego punktu widzenia są jednak tylko takie dane wejściowe, w których graf może być bardzo duży, ale parametr k jest
mały. Założenie to znajduje teoretyczne odzwierciedlenie w tzw. algorytmach FPT, które dla grafów wejściowych o n



wierzchołkach i dla parametru k wykonują co najwyżej f(k)nc operacji, gdzie f jest pewną funkcją, a c pewną stałą. W praktyce
zatem dla małych wartości parametru k algorytmy FPT działają jak algorytmy wielomianowe. W przypadku problemów z
parametrem za obliczeniowo łatwe uznajemy te problemy, które mają algorytmy FPT.

Problemy modyfikacji grafów do klasy grafów C wymagają innego podejścia niż problemy rozszerzania częściowych
reprezentacji. W konstrukcji algorytmów FPT wykorzystuje się zazwyczaj charakteryzację klasy C poprzez tzw. struktury
zabronione. Charakteryzacja taka mówi, że graf należy do klasy grafów C wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera żadnej struktury z
listy struktur zabronionych. Algorytmy FPT do problemów usuwania wierzchołków do klasy grafów C muszą zidentyfikować
wszystkie struktury zabronione w grafie wejściowym i zbadać ich interakcje, tak aby wskazać co najwyżej k wierzchołków,
których usunięcie z grafu spowoduje zniszczenie wszystkich występujących w nim struktur zabronionych.

Dla kilku klas geometrycznych grafów przecięć, na przykład dla grafów przecięć przedziałów na linii, znane są już algorytmy
FPT do problemu usuwania. Naszym celem w pierwszej kolejności jest znalezienie algorytmów FPT lub wykazanie trudności
obliczeniowej problemów usuwania wierzchołków do klasy grafów porównywalności (czyli grafów, których krawędzie
reprezentują relacje bycia mniejszym/większym w pewnym porządku) oraz związanych z nimi grafów permutacji. Struktura tych
grafów jest dość dobrze poznana, co może znacząco pomóc zrozumieć interakcje między strukturami zabronionymi znalezionymi
w grafach wejściowych. W dalszej perspektywie planujemy również badania nad problemem usuwania do wspomnianej wyżej
klasy grafów przecięć łuków, dla których dopiero bardzo niedawno pojawiła się charakteryzacja przez struktury zabronione.

Liczymy na to, że prace nad problemami usuwania pozwolą lepiej zrozumieć strukturalne własności rozpatrywanych grafów
przecięć, a być może nawet zaowocują nowymi ogólnymi technikami projektowania algorytmów FPT.


