W modelowaniu wielu zjawisk otaczajgcego nas $wiata uzywa sie proceséw stochastycznych. Przyktadami sg rézne procesy
fizyko-chemiczne (np. dyfuzja), biologiczne (przekazywanie genéw miedzy kolejnymi pokoleniami) lub ekonomiczne
(modelowanie zmian cen akcji i opcji w obrocie gietdowym). Na tym ostatnim przykfadzie objasnimy, jakie sg naturalne pytania
dotyczace procesdw stochastycznych i co konkretnie zamierzamy bada¢.

W roku 1900 L. Bachelier zaproponowat modelowanie zmian cen na gietdzie za pomocg pewnego procesu losowego, dzi$
znanego jako ruch Browna B;. Poniewaz jednak wielko$¢ zmiany ruchu Browna nie zalezy od wartosci procesu w danej chwili,
lepszym modelem jest ten, w ktorym przyrost jest proporcjonalny do wartosci procesu w danej chwili, gdyz jasne jest, ze duzo
bardziej prawdopodobny jest wzrost ceny o 10 zt dla akcji, kosztujgcych 100 zt, niz dla akcji w cenie 5 zt. Taki poprawiony model
zaproponowat P. Samuelson w 1963 roku: niech B; bedzie ruchem Browna, a S; ceng akcji w chwili t. Modelujemy cene akcji za
pomoca procesu St:seo Bt +“t, gdzie s>0, ai y sg pewnymi statymi. Korzystajgc z tego modelu, Black, Scholes i Merton podali
w roku 1973 wzér, zwany wzorem Blacka-Scholesa, opisujacy wycene opcji, za co w roku 1997 Merton i Scholes otrzymali
nagrode Nobla z ekonomii. Jednak wzor ten nie zawsze dziata dobrze, gdyz wedtug niego ceny musza sie zmienia¢ w sposob
ciagty, a w chwilach niepewnosci na rynku ceny zmieniaja sie skokowo. Zaczeto wiec bada¢ uzyteczno$¢ modeli postaci X;=seX,
gdzie X jest procesem Lévy'ego, to znaczy procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach. Wiekszos¢ procesow z tej klasy
zmienia swoje wartosci skokowo. Naturalnymi pytaniami stawianymi przez ekonomistéw i inwestorow sg nastepujace: jakie jest
prawdopodobieristwo tego, ze w najblizszym miesigcu cena danej akcji wzrosnie i jak wielki bedzie to wzrost, czy ta cena
osiagnie Kiedys$ zatozony przez inwestora poziom (przy ktérym akcje sprzeda), a jesli tak, to z jakim prawdopodobieristwem
trzeba bedzie czekaC na to dhuzej niz przez czas t. W momencie osiggniecia zatozonego poziomu i sprzedazy akcji proces sie
koriczy, modelujemy to za pomoca zabijania procesu po osiggnieciu lub przekroczeniu ustalonego poziomu.

A teraz opiszmy to samo zagadnienie w jezyku matematyki. Rozwazamy proces Lévy'ego X; o wartoSciach w przestrzeni
wielowymiarowej RY i zabijamy go przy wyjsciu z pewnego zbioru D. Interesuja nas doktadne wzory opisujace pewne wielkosci
Zwigzane z tym procesem, albo przynajmniej ich dokfadne oszacowania. Takimi wielkosciami dla procesu zabijanego przy
wyjsciu ze zbioru D sa: pp(t.x.y), czyli prawdopodobieristwo przejscia procesu ze stanu x do y w czasie t, rozktad 1p(x) czyli
momentu pierwszego wyjscia procesu ze zbioru D startujacego z x (rozktad czasu zycia procesu), funkcja Greena Gp(x,y) czyli
gestosé rozktadu czasu przebywania w punkcie y procesu startujacego z x i zabitego przy wyjsciu z D, Sredni czas zycia procesu
oraz jadro Poissona, czyli gestos$¢ rozktadu procesu po opuszczeniu zbioru D.

Dla klasy wszystkich procesow Lévy'ego i dowolnych zbioréw otwartych D powyzsze pytania sa bardzo trudne. Dlatego
zamierzamy na razie bada¢ te procesy Lévy'ego, ktorych wyktadniki charakterystyczne majg dobre wiasnosci skalowania.
Postaramy sie podac¢ konkretne wzory (tam, gdzie okaze sie to mozliwe) lub doktadne oszacowania prawdopodobienstw przejscia,
funkcji Greena i jadra Poissona takich proceséw, zabijanych przy wyjsciu z ustalonego zbioru.

Okazato sig, ze opisany powyzej proces Samuelsona S;, zwany geometrycznych ruchem Browna, jest jedng ze wsp6trzednych
ruchu Browna w przestrzeni hiperbolicznej. Poniewaz procesy o-stabilne, 0<a<2 okazaty sie w wielu przypadkach lepsze do
modelowania niz ruch Browna, sprébujemy zbada¢ hiperboliczny proces a-stabilny.

Inna klasa procesow, ktére chcemy zbadac, sg d-wymiarowe procesy samopodobne. Proces X; jest samopodobny w skali a=>0 ,
jesli dla pewnego ¢>0 procesy c% Xt Oraz X majg takie same rozktady. Procesy takie stuzg do modelowania tych zjawisk
fizycznych i kosmologicznych, w ktérych odpowiednie zmiany skali czasu i skali przestrzeni nie zmieniajg procesu. Trajektorie
takich procesow sg fraktalami. Dla takich proceséw chcemy uzyska¢ opis, analogiczny do juz istniejacego opisu w przypadku
jednowymiarowym. Opis taki pozwolitby lepiej zrozumie¢ budowe i zachowanie sie takich proceséw.



