Waznymi obiektami w matematyce sg pierscienie. Sg to zbiory, w ktérych mozna wykonywa¢ dwa dziatania: dodawanie i
mnozenie, ktére majg majg takie same wiasnosci jak zwykle dziatania dodawania i mnozenia, za wyjatkiem mozliwosci dzielenia
przez elementy niezerowe. Gdy dzielenia jest wykonalne, to méwimy o ciele. Podstawowym przektadem pierscienia jest zbiér
liczb catkowitych Z. Jesli dodatkowo piersciern zawiera w sobie podzbiér bedacy ciatem K (z tymi samymi dziataniami), to
nazywamy go algebra nad ciatlem K. Przyktadem algebry jest algebra K[X] wielomianéw o wsp6tczynnikach w ciele K (np. o
wspétczynnikach rzeczywistych).

Pierscienie czesto sg badane za pomocg swoich kategorii modutéw. Modut nad pierscieniem R to zbidr, w ktdrym elementy
mozna do siebie dodawac¢ oraz mnozyc¢ przez elementy pierscienia R. Przyktadem modutu nad pierscieniem liczb catkowitych jest
zbior reszt z dzielenia przez ustalong liczbe catkowita n z dodawaniem modulo n oraz mnozeniem przez liczby catkowite tez
modulo n. Jesli pierscien R jest algebra nad ciatem K, to modut M nazywamy skorficzenie wymiarowym, jesli istnieje skoriczenie
wiele elementdéw my, ..., mq modutu M takich, ze kazdy inny element modutu M mozna uzyska¢ z wybranych elementéw przez
wykonywanie dodawania oraz mnozenia przez elementy ciata K. Najmniejsza liczbe d o tej whasnosci nazywamy wymiarem
modutu M. Ciggi my, ..., my, dla ktérych osiggana jest ta minimalna warto$¢, nazywamy bazami modutu M. Zauwazmy, Ze algebra
R jest rbwniez modutem nad R, wiec mozemy uzywac tych poje¢ rowniez w stosunku do algebry.

Jesli ustalimy algebre R wymiaru e nad ciatem K oraz liczbe d, to mozemy przypisa¢ kazdemu d-wymiarowemu modutowi nad
algebra R ciag ed? elementow ciata K, ktory opisuje mnozenie elementéw modutu przez elementy algebry. Zbior wszystkich
ciggow, ktdre mozna otrzymacé w ten sposdb, jest opisany wewnatrz przestrzeni wszystkich ciggéw diugosci ed2przez réwnania
wielomianowe, a wiec jest rozmaitoscig afiniczng w rozumieniu geometrii algebraicznej. Zbior ten nosi nazwe rozmaitosci d-
wymiarowych R-modutdw i jest oznaczany modg(d). Ciag przypisywany modutowi M nie jest wyznaczony jednoznacznie - zalezy
od wyboru bazy modutu M (dla odmiany, baza algebry R jest ustalona). Zbiér ciggéw, ktére mozna otrzymac dla modutu M
oznaczamy przez Oy,. Przez cl(Oy,) oznaczamy domkniecie zbioru Oy, kt6re, obrazowo rzecz ujmujac, jest zbiorem punktow,
ktore lezg blisko zbioru Oy,. Zbidr cl(Oy,) jest ponownie rozmaitoscig afiniczna.

Gtownym celem naszego projektu jest badanie geometrycznych wiasnosci rozmaitosci modg(d) oraz cl(Oy,). Dla przykfadu, dla
kazdej rozmaitosci afinicznej X oraz jej punktu x definiuje sie obiekt T,X nazywany przestrzenig styczng do rozmaitosci X w
punkcie x. Konstrukcja ta uogélnia konstrukcje prostej i ptaszczyzny stycznej znane z klasycznej geometrii. Punkt x rozmaitosci X
nazywamy nieosobliwym, jesli, méwiac intuicyjnie, przestrzen styczna w punkcie x jest tak duza jak rozmaito$¢ X w otoczeniu
punktu x (formalnie, wymiar przestrzeni T, X musi by¢ réwny wymiarowi rozmaitosci X w punkcie x). Waznym problemem jest
badanie czy dany punkt jest nieosobliwy oraz z jakimi rodzajami (typami) osobliwosci mozemy mie¢ do czynienia.

Powyzsze problemy, ktére majg charakter geometryczny, zamierzamy bada¢, wykorzystujac interpretacje punktéw rozmaitosci
jako modutéw nad algebrg. W tym drugim przypadku mamy caty wachlarz metod, gtdwnie o charakterze homologicznym.
Wiasnosci (homologiczne) modutdw czesto rzutujg na wiasnosci (geometryczne) odpowiadajgcych im punktéw. Obserwacja ta
byta juz wykorzystywana w przesztosci przez wielu autoréw (w tym przez nas) w badaniach geometrycznych. Zamierzamy
kontynuowac ten kierunek badan oraz rozwija¢ nowe metody, ktére pozwolg uzyskaé gtebsze wyniki.

Cze$¢ naszych badan poswiecona bedzie studiowaniu problemdw o charakterze czysto homologicznym. Waznym bowiem
niezmiennikiem homologicznym zwiazywanym z algebra jest jej kategoria pochodna. Bedziemy bada¢ kategorie pochodne algebr
pochodnie dyskretnych (tzn. algebr, dla ktérych w kategorii pochodnej nie ma ,,ciagtych rodzin" obiektow), dazac do wykazania,
ze w tej sytuacji istniejg tak zwane pochodne wielomiany Ringela-Halla.



